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arglimanlar cinsinden incelemek amaciyla yapilmistir. Calismada
nitel arastirma desenlerinden durum c¢alismast modeli
kullanilmistir. Bu ¢alismada sinif 6gretmenligi 1. snifinda 6grenim
goren 89 o6grenci temel matematik dersi ara sinav notlarma gore
yiiksek, orta ve diusiik basarili olarak ti¢ gruba ayrilmistir.
Ardindan her gruptan rastgele yolla biri kiz biri erkek olmak tizere
iki ogrenci (toplamda 6 6grenci) secilmistir. Calismada veriler
etkinlik kart1 ve sesli diisiinme protokolii yoluyla toplanmustir.
Etkinlik kartinda 6grencilere kiimeler konusu ile ilgili iki Snerme
verilmis ve bu 6nermeleri sesli diistinerek ispatlamalari istenmistir.
Calismada nitel veri analizi yontemlerinden betimsel analiz
yontemi kullanilmistir. Betimsel analiz toplanan nitel verilerin daha
onceden olusturulmus belli kategoriler dogrultusunda analize
katilmasina dayanmaktadir. Bu calismada siuf 6gretmenligi
ogrencilerinin ispat yapma siirecindeki Dbiligsel stireglerini
incelemek icin Tall'un (2004) gelistirip Tall ve Mejia-Ramos'un
(2010) daha detayli agikladigi matematigin zihinsel diinyasinin
gelisiminde olan somutlastirma, sembollestirme ve aksiyomlarla
formel ifade etme bilissel asamalar1 kullanilmistir. Ogrencilerin
ispatlarin1  gerekcelendirdikleri argiimanlarini incelemek igin
Toulmin’in (1958) ispat yapma siirecindeki argiiman tiretme
asamalar1 kullanilmistir. Calismanin sonucunda 6grencilerin ispat
yapma stirecinde somutlastirma, sembollestirme ve formel ifade
etme biligsel yapilarin; iddianin ortaya atilmasi, verinin sunumu,
dogrulayici ifadeler ve smirhiliklar1 ciiriitme argtimanlarimi
kullandiklari tespit edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Smif ogretmenligi, ispat yapma, bilissel
yapilar, argtimanlar
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Cognitive Structures and Arguments of Elementary School Student Teachers’
during Process of Basic Mathematics Proofs

Abstract

This case study aims to examine the elementary school student teachers’ process of
making basic mathematical proofs in terms of their cognition and arguments which they
use. In this study, 89 voluntary first graders in an elementary teacher department are
divided into three groups according to their basic mathematics midterm scores: (1) high,
(2) medium and (3) low achievement. Two students one of which male and the other one
is female are randomly selected from each group (6 in total). Data is collected through
activity card and thinking aloud protocol. On the activity card, two propositions are
given to the students about the topic of sets and they are asked to prove these
propositions by thinking aloud. For the analysis of the data, descriptive analysis method,
which is based on the analysis of the collected qualitative data in accordance with certain
previously formed categories, is used. In order to examine the cognitive processes of the
primary school teaching students in the process of making proof, this study uses the
cognitive stages of formal expression with the concrete development, symbolization and
actions in the development of the mental world of mathematics, developed by Tall (2004)
and explained in detail by Tall and Mejia-Ramos (2010). In order to examine the
arguments with which students justify their evidences, Toulmin’s (1958) stages of
argument production in evidence making are applied. The results of this study indicate
that the students use the cognitive structures of embodiment, symbolization and formal
expression together with assertion, presentation, verification, and refutation of
limitations.

Keywords: Elementary school student teacher, proving, cognitive structures,
argumentation

Giris
Okuloncesi ve ilkokul 6grencilerin matematikle tanismaya basladiklar1 donemdir.
Okuloncesi donemde matematikte oOgrenciler genellikle geometrik sekillerde
calismakta, nesneleri karsilastirmakta ve 1’den 10’a kadar olan sayilarla islem yapmay1
ogrenmektedir. llkokulda ise ortaokul matematigi icin gerekli olan temel matematiksel
bilgileri 6grenmektedir. Her iki donemde matematik ogretimi icin 6nemli olmasina
karsin ilkokul yillarinda daha fazla formel bilginin 6grenilmesi gerektigi i¢in ilkokul
donemi daha 6nemlidir. Bu donemde 6grencinin matematik bilgisi ve tutumunun
gelisiminde 6gretmenlerin 6nemli etkisi oldugu bilinmektedir. Yapilan arastirmalar
ogretmenlerin matematik bilgilerinin 6grencilerinin matematige yonelik bakis
acilarmi etkiledigini ortaya koymustur. Bu nedenle ogretmenlerin matematik
bilgilerinin iyi olmasi ©nemlidir. Smif 6gretmenlerinin matematik bilgilerinin
olusmasinda ytiksekogrenim donemlerinde aldiklar1 Temel Matematik Dersleri

-----

.....

ogrenmede bosluklar olusursa 6gretmenlik yasamlarinda matematik bilgileri eksik
kalabilir. Bu durum onlarin 6grencilerine olumsuz anlamda yansiyabilir. Ogrenmede
eksiklikler olmamasi igin bu derslerde 6grenciler sonu¢ odakli degil siire¢ odakls
yetistirilmelidir. Bunun icin 6grenciler iyi diizeyde problem ¢d6zme becerisine sahip
olmakla birlikte temel diizeyde ispat yapma becerisine de sahip olmalidir. Yukarida
aciklanan gerekgeler sinif 6gretmenlerinin yetistirilme stirecinde aldiklari bu derslerde
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ispatt nasil yaptiklarinin incelenmesini gerekli kilmaktadir. Buna karsin alan yazin
incelendiginde simf 6gretmenlerinin ispat yapma siirecini inceleyen yeterli sayida
yapma strecini ortaya koymay1 amaclamistir. Calismada elde edilen sonuglarin
ogretmen yetistirme stirecinde 6grenme ortaminin tasarlanmasina rehberlik etmesi

-----

ortaya ¢ikarmasi bakimmdan da énemlidir.

Matematiksel Ispat Yapma ve Biligsel Siireci

Matematiksel ispat, bir yarginin veya savin dogru olup olmadigini matematiksel
yollar1 kullanarak ortaya ¢ikarmadir (Oztiirk, 2017). Matematik egitiminde ispat ise bu
kavramdan biraz daha farkli ve derin anlamlara sahiptir. Matematik egitiminde ispat,
dogrulugu daha onceden gosterilmis olan matematiksel onermelerin dogruluguna
veya yanlghgma ogrencileri ikna etmedir (Aydogdu-iskenderoglu, 2016, s. 66).
Matematiksel ispat yapma sadece matematikte teoremlerin anlasilmasi icin degil, aym
zamanda matematiksel diistinmenin gelistirilmesi ve matematiksel kavramlarin
anlasilmas: icin de onemlidir (Dawkins ve Weber, 2016). Ciinkti ispat yapma
matematiksel akil yiirtitme becerisini gerekli kilmaktadir (Demir, Oztiirk ve Giiven,
2018). Bircok matematik egitimcisi ispati matematik derslerinin énemli bir parcas:
olarak gormekte ve matematiksel uygulamalarin yapilmas: igin ispat yapmayi
bilmenin gerekli olduguna isaret etmektedir (Dawkins ve Weber, 2016; Dede ve
Karakus, 2014). Hanna ve Villiers (2008) ispat yapma becerisinin kazanilabilmesi igin
bireylerin erken yaslardan itibaren ispat ile tanismasi gerektigini ifade etmistir.
Arastirmacilar bununla birlikte ispat yapmada 6gretmenlerin tutumlar: ve bilgileri ile
ogretim programinin énemli oldugunu ifade etmistir. Tall (2004) matematigin zihinsel
diinyasmin gelisiminde ¢ bilissel asama olduguna isaret etmistir: somutlastirma
(kavramlari: tamimlama), sembollestirme (sembolik ifadeler kullanarak matematiksel
durumlar: ifade etme) ve aksiyomlarla formel ifade etme (ispatlama). Bu zihinsel
diinyalar hiyerarsik bir sekilde ilerleyip birbiri igerisine ge¢gmektedir. Ik iki zihinsel
diinya kavramlarin tanimlarini igerirken, tictincti zihinsel diinya formel kavramlarmn
kullaniminm gerektirmektedir. Ttim bu siire¢ matematik icin bilissel gelisim stirecini
icermektedir. Tall ve Mejia-Ramos (2010) bu durumu S$Sekil 1'deki gibi
gorsellestirmistir.

'y A Lot 0
Alksiy onﬂaé’%:_pf:g:llsla;fade etme T e b
formel kavramlar
. ( L 5 Bilinen kavramlara
bagh tammlar
Bilissel >
Gelisim Sembollestirme
(Sempolik ifadeleri kullanarak
matematiksel durumlan gosterme) »,
Somutlastrma
(Kavramlan tammlama}j

Sekil 1. Matematigin zihinsel diinyasmin gelisiminde i bilissel asama
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Sekil 1 incelendiginde bilissel gelisim stirecinin en tist diizeyinde aksiyomlarla formel
ifade etme oldugu gorilmektedir. Birinci diizey olan somutlastirma asamasi bireylerin
fiziksel diinyadaki deneyimlerini icermektedir. Ornegin “bir kiimenin elemanlar1”
ifadesini ele alalim. Bu ifade pek ¢ok bireyin zihninde somutlastirabilecegi sinirlarim
cizebilecegi veya cevresindeki bir durumla 6rneklendirebilecegi bir durumdur. Bir
kiimenin elemanlarmin fiziksel diinyada canlandirilabilmesi durumu ilk asama olan
somutlagtirma asamasidir. Ikinci diizey ise bireylerin bir ispata baslayabilecekleri
ifadeleri yazabildikleri durumdur. Ornegin bir kiimenin elemanlar ifadesini “xeA
olsun” biciminde ifade edebilmesi, somutlastirilabilen bir durumun sembolik ifadesini
gerektirmektedir. Bu sembolik ifade durumu sembollestirme asamasidir. Formel ifade
etme ise ispatin gercek durumudur. Bu asamada sembolik ifadeler kullanlarak
ispatlar yapilabilir. Tim bu asamalar ispatin bilissel yapisini ortaya koymaktadir.
Ispat yapmanm biligsel yonii bir buzdagimin goriinen yiizii iken buzdagmnin
gorinmeyen  yiziinde ispatin  gegerligini veya  dogrulugu etkileyen
gerekcelendirmeler ve argiimantasyonlar yer almaktadir (Tall ve Mejia-Ramos, 2010).

Ispatin Gegerligi ve Argiimantasyon

Bir ispatin kabul gormesi onun gecerligi ile ilgilidir. Bir ispatin gecerli olabilmesi icin
hem giivenilir olmasi hem de her bir iddianin veya onciiliin dogru olmas:
gerekmektedir (Tall ve Mejia-Ramos, 2010). Bununla birlikte gecerli argtimanlarla
desteklenmis olmasi gerekir. Bir veya daha fazla iddianin (6nermenin) dogrulugunu
ortaya koymak i¢in 6ne siiriilen s6zel, sosyal ve mantiksal argiimanlar argiimantasyon
olarak tanimlanmaktadir (van Eemeren, Grootendorst ve Snoeck-Henkemans, 2002).
Kane (2013) iki tiir argtiman oldugunu iddia etmis, bu argtimanlar1 gecerli argtiman
ve yorumlanan argiiman olarak aciklamistir. Yorumlanan argiiman bazi tam
varsayimlar icerebilecegi gibi gereksiz varsayimlar veya hatali varsayimlar igerebilir.
Gegerli argiiman ise tam dogru varsayimlar iceren argiimanlardir. Newton (2013) ise
tek tur argtimanin var oldugunu bu argiimaninda gecerli argiiman oldugunu
savunmustur. Toulmin (1958) ispat yapma siirecinde argiiman tiretmenin alt1 asamali
bir stire¢ oldugunu ifade etmistir. Bu stiirecin ilk asamasi bir iddia ile baslar ve bu iddia
ile ilgili verinin sunumuyla devam eder. Iddia ile veri arasindaki bag hakl: neden olarak
ifade edilmektedir. Ardindan hakli gerekceyi destekleyen ifadelere yer verilir. En
onemlisi iddiay1 gticlendirecek niteleyiciler verilir. Son olarak argtimanla ilgili
stnirliliklar gririitiiliir.

Matematiksel argiimanlar ve ispat arasindaki iliskide diyagramatik akil
yuritme (sadece mantikla aciklanamayan aymi zamanda sembol ve temsil
sistemlerinin de kullanilmasimi gerektiren bir akil yiirtitme tiirti) biiytik 6neme
sahiptir (Hanna, Jahnke ve Pulte, 2010). Titiz argtimanlar kullanilmasi bir ispat1 gecerli
kilabilir ancak ispatin giizelligi sembol ve formiillerin kullamimu ile ilgili olan bir
durumdur (Hanna ve Barbeau, 2010).

Alan Yazin Derleme

Alan yazin incelendiginde son yillarda matematik egitiminde ispata yonelik
calismalarda artis oldugu ve calisma alanlarinin genisledigi gortilmektedir. Yapilan
calismalar ispata yonelik gortigleri (Kaplan, Doruk, Oztiirk ve Duran, 2016), ispat
semalarmi (Fischbein, 1999), ispat yapma stirecini (Doruk ve Kaplan, 2013), ispat
ogretimini (Reiss ve Renkl, 2002), ispat ve argiimantasyon arasindaki iliskiyi
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(Pedemonte, 2007) ve ispatin bilissel yoniinii (Oztiirk ve Kaplan, 2019) incelemistir.
Oztiirk ve Kaplan (2019) ispatin bilissel yoniinii incelemeye yonelik yaptiklari
calismada matematik 6gretmenlerinin ve matematik 6gretmeni adaylarinin cebirsel
ispatlama stireclerini bilissel ve ust bilissel olarak iki temada toplamuslardir. Bu
siniflama 6nemli olmasina kargin tek bagina yeterli degildir. Ornegin 6gretmenlerin
ispat yapmada ne gibi argiimanlar1 kullandiklar1 calismada ele alinmamaistir. Ayrica
calismalar genellikle matematik 6gretmenleri, matematik 6gretmeni adaylar1 ve lise
oldukca smurli sayidadir (Oztiirk, Akkan ve Kaplan, 2018). Hal boyle iken simf
ogretmenligi Ogrencilerinin ispatlama stireclerinin bilissel gelisim agisindan
incelenmesi ve ispat yaparken kullandiklari argtimanlarin belirlenmesi 6gretmen
adaylarma verilecek alan bilgisi derslerinin diizenlenmesi icin 6nemlidir. Ayrica
yapilan arastirmalarda 6gretmenlerin matematik bilgisinin 6grencilerin matematik
bilgisini etkiledigi ortaya konuldugundan bu calisma 6gretmenlerin matematik bilgisi
ve kullandiklar1 matematiksel argtimanlar1 da ortaya koyacaktir. Bu baglamda
calismada elde edilen sonuglarin simf 6gretmeni egitiminde mevcut durumu
gostererek Ogretim ortamimin gozden gecirilmesinin gerekligini ortaya koymasi
yapma siireclerini bilissel agidan ve kullandiklar1 argtimanlar cinsinden incelemek
amaciyla yapilmistir. Calismada asagidaki alt problemlere yanit aranmustir:

1. Simuf 6gretmenligi 6grencileri temel matematik ispatlarim1 yapma stirecinde

ne tiir bilissel yapilar kullanmaktadir?
2. Smif oOgretmenligi Ogrencileri temel matematikte kendi ispatlarmi
dogrulamada ne tiir argtimanlar kullanmaktadir?

Yontem

Arastirma Modeli

Calismada nitel arastirma desenlerinden durum calismasi modeli kullanilmustir.
Durum calismasi, sinirlari kesin olarak belli olan bir durumu ele alarak derinlemesine
inceleme amaciyla kullanilir (Stake, 2010). Bu calismada smif dgretmenlerinin ispat
yapma siireci, bilissel yap1 ve argiimanlar agisindan inceleneceginden bu model
secilmistir. Clinkii ispat yapma sadece sonug isteyen bir eylem degil stireci de 6n plana
alan bir aktivitedir. Durum calismasi1 da siirecin detayl incelenmesine olanak
sagladigindan bu modelin kullanilmas: tercih edilmistir.

Katilimcilar

Calismanin katilimcilari maksimum cesitlilik 6rnekleme yontemiyle secilmistir.
Maksimum cesitlilik 6rnekleme yontemi seckisiz ¢rnekleme yontemlerinden birisi
olmasina ragmen bir grubu temsil eden farkli diizeylerden bireylerin se¢imine
dayandig1 igin nitel arastirmalarda orneklem seciminde ilk tercihlerden birisidir
(Maykut ve Morehouse, 2005). Bu calismada sinuf 6gretmenligi 1. smnifinda 6grenim
goren 89 6grenci temel matematik dersi ara sinav notlarina gore yiiksek diizey, orta
diizey ve diisiikk diizey basarili olarak ii¢ gruba ayrilmistir. Ogrencilerin bagari
diizeylerine gore gruplanma stirecinde 6grenciler en basarilidan en basarisiza dogru
siralanmistir. Yapilan siralamanin ardindan ilk 30 6grenci yiiksek basarili, sonraki 30
ogrenci orta diizey basarili ve son 29 6grenci diisiik basarili olarak belirlenmistir.
Ardindan her gruptan rastgele yolla biri kiz biri erkek olmak tizere iki 6grenci
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(toplamda 6 6grenci) secilmistir. Ogrencilere calismanin amact hakkinda bilgi verilmis
ve ¢alismaya katilimlarmin ders notlarinda olumlu veya olumsuz herhangi bir sekilde
degerlendirilmeyecegi toplanan verilerin sadece bilimsel amach kullanilacag:
belirtilmistir. Calismaya katilan 06grencilerin yas ortalamasi (17,2) olarak
hesaplanmustir. Segilen 6grencilerin besi ortadgretimde esit agirlik, biri (duisiik basar:
diizeyindeki kiz 6grenci) sozel boliim mezunudur. Calismada 6grencilerin ifadelerini
belirtirken takma adlar kullanilmistir. Bu adlar yiiksek basar: diizeyindeki 6grenciler
icin Yeliz ve Yakup, orta basar: diizeyindeki 6grenciler icin Oya ve Onur, diisiik basar1
diizeyindeki 6grenciler icin Demet ve Dursun olarak secilmistir.

Veri Toplama Araclar1

Calismanin verileri sesli diistinme protokolii yoluyla ve dokiimanlarla toplanmustir.
Sesli diistinme protokoliinde iki etkinlik kart1 ve bir gortisme formuna yer verilmistir.
Her bir etkinlik kartinda 6grencilere kiimeler konusundan bir s6zel 6nerme sunulmus
ve bu 6nermeyi sesli diisiinerek ispatlamasi istenmistir. Ogrencilere ispatlamas icin
sunulan onermeler soyledir: “Ayrik iki kiimeden her biri digerinin tiimleyeninin alt
kiimesidir. Onermesinin dogrulugunu gdsteriniz.”, “Iki kiimenin kesisimleri birlesimlerine esit
ise kiimeler esit kiimedir. Onermesinin dogrulugunu gdsteriniz.” Segilen 6nermelerin
tamami1 ktimeler konusu ile ilgili olarak belirlenmistir. Kitimeler konusunun
secilmesinin iki temel nedeni vardir. Bunlarin ilki, smif 6gretmenligi ogretim
programinda yer alan konular icerisinde ispatin 6gretiminin yapilmasina en uygun
olan konunun kiimeler konusu olmasidir. Ikincisi ise kiimeler konusunda
yapilabilecek ispatlarin ¢ok ileri diizey (uzmanlik diizeyinde) bilgi gerektirmemesidir.
Uzmanlik diizeyinde bilgi gerektiren sorularda ogrencilerin bilgi diizeyi yeterli
olmadiginda ispat yapamayacak, boylece ispat stireci net olarak ortaya
ziyade ispat yapma siirecleri ve gerekcelendirmeleri incelendiginden uzmanlik
diizeyinde bilgi gerektirmeyen bu konu secilmistir. Sorular hazirlandiktan sonra
matematik egitiminde ispat {izerine calismalar yapan bir uzmana sunularak sorularin
arastirmanin amactyla uygun olup olmadigmi degerlendirmesi istenmistir. Uzman,
sorularin arastirmanin amacina uygun oldugunu belirtmistir. Doktimanlarda ise sinif
ogretmenligi 6grencilerinin etkinlik kartinda sunulan ©nermeler i¢in yaptiklar
ispatlar ele alinmustir.

Verilerin Analizi
Calismada nitel veri analizi yontemlerinden betimsel analiz yontemi kullanilmistir.
Betimsel analiz toplanan nitel verilerin daha dnceden olusturulmus belli kategoriler
dogrultusunda analize katilmasimna dayanmaktadir. Bu calismada siuf 6gretmenligi
ogrencilerinin ispat yapma stirecindeki bilissel siireclerini incelemek igin Tall'un
(2004) gelistirip Tall ve Mejia-Ramos’un (2010) daha detayli acikladig1 matematigin
zihinsel diinyasinin gelisiminde olan somutlastirma, sembollestirme ve aksiyomlarla
formel ifade etme bilissel asamalar1 kullanilmustir. Bilissel siireclerin incelenmesindeki
kategorilerin aciklamalari Tablo 1’de sunulmustur.

Calismaya katilan simuf oOgretmenligi ogrencilerinin bilissel stireglerinin
ispat yapma stirecindeki argtimanlarini incelemek i¢in Toulmin’in (1958) ispat yapma
stirecindeki argtiman tiretme asamalar1 kullanilmstir.
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Tablo 1
Bilissel Siireclerin Incelenmesindeki Kategoriler ve Bu Kategorilerin Aciklamalar

Kategori Aciklamasi
Somutlastirma e Onermede verilen ifadeleri sekille gosterme (Ornegin kiimeleri Venn
semasi ile gosterme)
e Onermede verilen ifadeleri sozel olarak ifade etme (Ornegin 6nermenin
dogrulugunu sozel olarak anlatma)
e Onermede verilen ifadelerin dogrulugunu 6rneklerle agiklama
Sembollestirme e Onermede verilen ifadeleri sembolle yazma
e Sembolik olarak ifade ettigi bir durumun karsiligini yine sembolik olarak
agiklama (Ornegin A c B ifadesini aciklamak igin {x|x € A = xeB}
ifadesini yazma)
e Somutlastirma yaptig1 bir durumu sembolle gosterme
e Sembollerle islem yapabilme (Ornegin AN A’ ifadesinin karsiigim @
olarak yazabilme)

Formel ifade o Ispatin gegerligi icin yapilmasi gereken tiim siirecleri yerine getirme
etme (Ornegin iki farkli denkleme ulasip, bu denklemleri karsilastirip sonuca
ulasma)

Argtimanlarin incelenmesinde kullanilan kategorilerin agiklamalar1 Tablo 2’de
sunulmustur.

Tablo 2
Argiimanlarin Incelenmesindeki Kategoriler ve Bu Kategorilerin Aciklamalar:

Kategori Aciklamasi

Iddia o Ispatin dogrulugunu savunmak igin ortaya atilan hipotez ve hitkkiim
iddiayr olusturur. (Ornegin, ispatin dogru, yanls oldugunu
savunmast)

Verinin sunumu e Iddiay1 dogrulayici gerekgenin sunulmasi (Iddianin dogrulugunu
gostermeye yonelik gerekcelerin sunulmasi)

Hakli neden e Sunulan gerekceyi dogrulayict ifadeler sunma (Gerekgelerini
destekleyici ifadelere yer verilmesi)

Destekleyen e Gerekgenin dogrulugunu destekleyen ifadeler sunma. Niteleyicilerin

ifade/Niteleyiciler bazi tiirleri destekleyen ifade olarak agiklanmaktadir.

Simurhiliklar: e Olast alternatiflerin ciirtitiilmesi asamasidir. Olabilecek tiim

clirtitme alternatifler elenerek dogru sonug desteklenir.

.....

arglimanlarinin incelenmesinde Tablo 2’deki yapi referans almmuistir. Calismanin
verilerinin analiz edilmesinde ilk olarak katilimcilarin sesli diisinme protokolleri
transkript edilerek birinci arastirmaci tarafindan kodlanmistir. Yapilan kodlama Tablo
1 ve Tablo 2’de sunulan yapilar dogrultusunda kategorilestirilmistir. Ardindan aym
islemi ikinci arastirmaci yapmis ve boylece iki ayr1 kodlama olusturulmustur. Iki
arastirmaci bir araya gelmis ve sadece her ikisinin ortak olarak belirledikleri kodlar ve
kategoriler bu calismada kod olarak sunulmustur. Ardindan etkinlik kartlar:
incelenmis ve kodlar1 destekleyici olan baz1 6rnekler raporda sunulmustur.
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Gecerlik ve Giivenirlik

Arastirmanin gegerligi icin dis gecerlik ve i¢ gegerlige yonelik calismalar yapilmstir.
Calismanin dis gegerligini saglamak amaciyla calisma grubu detayli agiklanmis ve
katillmcilarin ifadelerinden dogrudan alintilara yer verilmistir. Calismanin i¢ gecerligi
i¢in farkli veri toplama araclar: bir arada kullanilmistir.

Calismanin giivenirligini saglamak icin de dis gtivenirlik ve i¢ gtivenirlige
yonelik islemler yapilmistir. Calismada dis giivenirligi saglamak icin veriler
aragtirmacilarin goriislerine yer verilmeden dogrudan sunulmustur. I¢ giivenirligini
saglamak icin arastirma stirecinin kendi icerisinde tutarli olmasi (arastirma modeli,
calisma grubu, veri toplama araclar1 ve toplanan verilerin analizi) saglanmstir.

Bulgular
Ogrencilerin Ispat Yapmada Kullandiklar1 Bilissel Yapilar

Somutlastirmaya yonelik Dbilissel beceriler. Calismaya katilan
ogrencilerden Yeliz verilen onermeyi somutlastirmak igin sekil ¢izmistir. Yeliz'in
gortismede kullandig1 “...cizdigim sekil ile model yoluyla yaptigim ispatin dogrulugunu
kontrol etmis oluyorum” ifadesinden ispatin dogrulugunu kontrol etmek icin sekil
cizdigi anlasilmaktadir. Yeliz'in etkinlik kart1 incelendiginde 6nermede ilk olarak sekil
cizdigi ardindan sembolik islemler yaptigr anlasilmaktadir. Bu durum Yeliz'in
soyledikleri ile yaptiklarinin uyumlu oldugunu gostermektedir. Oya ise tnermeyi
dikkatle okuduktan sonra “Oncelikle soruyu okuyup anlamaya calistyorum. Simdi seklini
cizecegim... Daha iyi anlayabilmek icin sekil ¢izdim.” ifadelerini kullanarak soruyu daha
iyi anlamak icin sekil cizdigini ifade etmistir. Onermenin ispatina sekil cizerek
baslayan Onur’da “...Simdi ben ilk once sekillerle ifade ediyorum. Bunu aklimda kalsin diye
yapryorum. Ciinkii gelecekte bu tarz bir soruyla karsilasirsam hatirlamak istiyorum. Bunlar
ayrik kiime oldugundan ortak elemanlari bos kiime olarak ifade ettim.” ifadeleriyle aklinda
kalmasini saglamak icin sekil ¢izdigini ifade etmistir.

Demet’in etkinlik kartinda ve sesli diisiinme esnasinda kulland1g1 ifadelerden
somutlastirma icin hem sekil ¢izdigi hem de 6rneklerle dogruluguna karar verdigi
anlasilmaktadir. Demet'in “...B kiimesi ile A kiimesi ayrik kiimeler ise B, A'min
tiimleyeninin alt kiimesidir. Bunlar ayrik kiime oldugu icin kesisimleri yoktur. Sonra B'nin
elemani x ise x, A'min elemani olmaz.” ifadeleri onun kiimeleri temsilen harfler kullanarak
(6rnek vererek) somutlagtirma yaptigimi gostermektedir. Orneklere dayali olarak
aciklama yapabilen Dursun’da asagidaki ifadeleri kullanmistir:

“Ben bu soruyu ¢ozemem. Ciinkii hocam ayrik iki kiimenin her biri digerinin tiimleyeninin
alt kiimesidir diyor. Ben bunlar1 orneklerle anlayabiliyorum ama sembollerle nasil
yazacagimi bilmiyorum. Yani bu ifadeyi sembolik olarak ifade edemedim. Ama ayrik iki
kiime dedigi icin kesisimleri bos kiime olan A ve B gibi iki kiime varsa birinin digerinin
tiimleyeninin alt kiimesi oldugunu anlayabiliyorum. Ornegin ikisini kapsayan bir C
kiimesi varsa birinin tiimleyeni dedigimizde C kiimesinde yer alip o kiimede yer alamayan
tim elemanlar1 dahil etmis oluruz. Bu elemanlarin icinde diger kiimede vardir.”

Katilimcinin ifadeleri incelendiginde ornekle beraber zihninde ©nermenin
dogrulugunu canlandirdig1 ancak sembolik ifadelere gecemedigi anlasilmaktadir.
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Ikinci 6nerme incelendiginde Yeliz'in yine sekil cizerek dogrulugunu gosterdigi
anlasilmaktadir. Yeliz ile arastirmaci arasinda gecen asagidaki diyalog Yeliz'in sekil

cizmesinin gerekgcesini gostermektedir:
Yeliz: [Soruyu okuyor] ... Once sekil iizerinde 6nermenin dogrulugunu gostereyim.
Arastirmact: Sekil tizerinde dogrulugunu gostermek size ne sagliyor?
Yeliz: Mantik ytiirtitme ve ispat sonrasinda dogrulugunu kontrol etmemi sagliyor.

Diyalog incelendiginde Yeliz'in ilk olarak onermenin dogrulugunu kontrol
etmek icin sekil ¢izdigini, ardindan ¢izdigi sekil dogrultusunda ispatin dogrulugunu
gozden gecirdigi anlagilmaktadir. Bu durumu “Hemen sekil ¢iziyorum. Onermeyi
anlayabilmek i¢in bunu yapiyorum.” ctimleleriyle agiklamistir. Onur ise hem sekille hem
de orneklerle somutlastirma yapmustir. Onur’un ifadeleri “Bunu da dnce sekille ifade
ediyorum. Ikisinin kesisimine C dedim. Ondan sonra esittir dedim.” hem sekille hem de
ornekle somutlastirma yaptigini desteklemektedir.

Biligsel yapilardan somutlastirmaya yonelik ulasilan kodlar, bu kodlarin hangi
onermeler icin sergilendigi ve hangi katihmcilarin bu kodlar1 sergiledigi Tablo 3’te
sunulmustur.

Tablo 3
Somutlastirma Kategorisinde Ulagilan Kodlarin Katilimcilara Gére Dagilim
Yeliz Yakup Oya Onur Demet Dursun  f
1. 1.
O 20 6 20 10 20 10 20 10 20 10 20
Sekil ¢izme X X X X X X X X X
Orneklerle gosterme X X X

O: Onerme

Tablo 3 katihmci 6grencilerin daha cok sekil cizerek somutlastirma yaptigin
gostermektedir (f=9). Her iki 6nerme i¢inde 6grencilerin cogu sekil ¢izerek 6nermenin
dogrulugunu gostermis baska bir ifade ile somutlastirma yapmustir. Buna ragmen
birinci dnermede sekil gizerek dogrulugunu gosterenlerin sayisi, ikinci dnermede sekil
cizerek dogrulugunu gosterenlerin sayisindan daha fazladir. Tabloda dikkat ceken bir
baska ayrintida kiz 6grencilerin tamaminin her iki onermede de sekil cizerek
somutlagtirma yapmasidir. Ornekler gostererek somutlagtirma ise her iki 6nerme igin
de oldukca az sergilenmistir (f=3).

Sembollestirmeye yonelik bilissel beceriler. Calismaya katilan 6grencilerden
Yeliz ezberledigi sekilde sembollestirme yapmaktadir. Yeliz 6nermeyi dogru
sembollestirmesine karsin sozel olarak yanlis ifade etmistir. Yeliz ile arastirmact
arasindaki diyalog soyledir:

Yeliz: ... Ayrik iki kiime oldugu igin ikisi de bos kiime olacak. Yani AN B = @.
Arastirmact: Ayrik iki kiitme oldugu igin ikisinin de bos kiime oldugunu stylediniz, sonra
AN B = @ yazdimz. Soylediginiz ile yazdigimi tutarh my, ikisi ayni sey mi?

Yeliz: Evet ayni sey...

Diyalog incelendiginde Yeliz'in ifadeyi dogru sembollestirdigi ancak yanhs ifade
ettigi veya diistindtigti anlasilmaktadir. Bu durum Yeliz'in daha 6nceden karsilastig:
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sembolik ispatlar1 ezberlemesinden kaynaklanmis olabilir. Ciinkii sesli diistinme
protokoliintin devam eden bolimiinde Yeliz’e 6nermenin neden dogru oldugu
soruldugunda “Derste hocamin  soyledigi  bilgi dogrultusunda dogru oldugunu
diistiniiyorum.” ifadesini kullanmistir. Bu durum Yeliz'in ezberledigi sekilde
sembollestirme yaptigini gostermektedir.

Sesli diistinme protokoliinde Yeliz'in tanimlar1 sembolik olarak yazabildigi
gorilmistiir. Yeliz'in sesli diistinme protokoliinde kullandigr “A N B = @ [Etkinlik
kartinda bu boltimiui gostererek] ifadesini sembolik olarak yazayim. x|x € A i¢cin x € B
[Hem sesli olarak soyler hem yazar]| olarak yazilir...” ifadesinden tanimlar1 sembolik
olarak yazabildigi anlasilmaktadir. Oya’da tanimlari sembolik olarak yazmistir. Bu
durum sesli diistinme protokoliinde Oya ile arastirmaci arasinda gecen diyalogda
acikca gortilmektedir. Diyalog soyledir:

Oya: ...A kesisim B esittir bos kiime dedim. Ciinkii kiimelerin ayrik kiimeler oldugu
soylenmis. Sonra yine soruya gore A alt kiimesidir B'nin tiimleyeni veya B alt
kiimesidir A'nin tiimleyeni yazdim. Daha sonra x 6yle ki seklinde agtyorum.

Arastirmact: Neden x oyle ki diye agtiniz?

Oya: Kiime ispatlarinda boyle yazilmasi gerektigini derste 6grendik. Ayrik kiimenin
tanimindan x€A ise x€B olacagini yaziyorum. Sonra x€B ise x€EA' yazdim.

Yeliz'in sesli diistinme protokoliinde kulland1g1 ifadelerden ve etkinlik kartinda
yazdiklarmndan sembolik ifadeden tarima gecebildigi anlasilmaktadir. Yeliz'in
kullandigr “...Ayn1 zamanda x|x € B i¢cin x ¢ A [Hem sesli olarak soyler hem yazar]
olur. Ac B’ [Hem sesli olarak soyler hem yazar] yazarim.” ifadeleri sembolik
ifadelerden tanima gecebildigini gostermektedir. Benzer sekilde Yakup’unda sesli
diisinme protokoliinde arastirmacinin sordugu “Bu sembollerden alt kiimeye nasil gegis
yaptimiz?” sorusuna verdigi su cevaptan anlagilmaktadir: “Ilk séylediklerimle. x €B ise x
& A ise zaten buradan B cA" oluyor. Yani bu tamimdan geliyor. Altkiimenin tammnundan.”

Ikinci onerme incelendiginde Onur’'un tanimlardan sembolik ifadelere gecis
yapabildigi gortilmektedir. Bu durum Onur’un “...Sonra, ANB yi x €A ve x€B seklinde
aciyorum. Sonra AUByi x €A ve x €B’yi de aciyorum. Bunlarda birbirine esittir... Bu kadar.”
cimlelerinden anlasilmaktadir. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen Yeliz'in hem
sembolik ifadelerden tamimlara hem de tanimlardan sembolik ifadelere gecis
yapabildigi gortilmektedir. Yeliz ile arastirmaci arasinda gecen su diyalog bu durumu
gostermektedir:

Yeliz: ...ANB =AUBdedim. Sonra bunlar sembolik olarak acikliyorum [Her birini
sembolik olarak yazar].

Arastirmact: Neden boyle yaptiniz?

Yeliz: Birlesime gore yaptigimiz zaman ya A € AU Byada B c AU B olacak.

Arastirmact: Neden boyle olacak. Yani A’y1 veya B’yi alt kiime olarak ifade etmenizdeki
amag nedir?

Yeliz: Sekil tizerinde gostermistik ya birlesim oldugunda bu alt kiime olma 6zelligini
kullantyoruz.

Yakup’un etkinlik kart1 ve sesli diistinme protokolii de hem sembolik ifadelerden
tanimlara hem de tanumlardan sembolik ifadelere gecis yapabildigi gostermistir. Sesli
diisinme protokoltinde Yakup'un bu Dbecerileri sergiledigini su ifadeler
gostermektedir:
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“Kesisimleri birlesimlerine esit diyor. Ben 6nce birlesimi gostereyim, sonra da kesisimi. ..
Acarak yazdim yani bunlar1. Simdi birlesimde x€A veya x€B oluyordu. Kesisimde de x€A
ve XEB olmasi gerekiyor. Bu ikisi birbirine esit bunu biliyoruz. x€A ise x€B’dir. O halde
AcB olur. xeB ise x€A’dir. B'de A'nin alt kiimesi oluyor. O halde A=B olur.”

Yakup her iki beceriyi kullanmasina karsin ispati dogru degildir. Yeliz ve Yakup
gibi Oya’da hem sembolik ifadelerden tanimlara hem de tanimlardan sembolik
ifadelere gecis yapabilmistir. Oya'nin su ifadeleri bu durumu desteklemektedir:

“Hemen sekil ciziyorum. Onermeyi anlayabilmek i¢in bunu yapiyorum. Daha sonra
sembollerle ANB yaziyorum ve x dyle ki diyerek bunu agikliyorum. AUB i¢inde aynini
yaziyorum ve agikliyorum. Daha sonra ASB yazdim. Yani ikisi de birbirinin 6z altkiimesi
olabiliyorsa A=B oldugunu soyleyebilirim.”

Oya’nin ifadeleri de hem sembolik ifadelerden tanimlara hem de tanimlardan
sembolik ifadelere gecis yapabildigini gostermesine karsin yaptigi ispat dogru
degildir.

Bilissel yapilardan sembollestirmeye yonelik ulasilan kodlar, bu kodlarin hangi
sorular i¢in sergilendigi ve hangi katilimcilarin bu kodlar1 sergiledigi Tablo 4’te
sunulmustur.

Tablo 4
Sembollestirme Kategorisinde Ulasilan Kodlarin Katilimcailara Gore Dagilimi
Yeliz Yakup Oya Onur Demet Dursun  f
1.0 20 1.0 20 1.0 20 1.0 20 1.0 20 1.0 20
Ezberledigi sekilde
. X 1
sembollestirme
Tanimlar1 sembolik X X X X X X X X X 9
olarak yazma
Sembolik ifadelerden X X X X X X X 7

tanima gecebilme

Tablo 4 katilimci 6grencilerin sembollestirme kategorisinde daha ¢cok tanimlari
sembolik olarak yazma becerisini sergiledigini gostermektedir (/=9). Bunun ardindan
en sik sergilenen kod sembolik ifadelerden tanima gecebilmedir (f=7). Sembollestirme
kategorisinde en az sergilenen kod ezberledigi sekilde sembollestirmedir (f=1). Bu
kategorideki becerilerin yiiksek basari diizeyinden diistik basar1 diizeyine dogru
sayica azaldig1 goriilmektedir.

Formel ifade etmeye yonelik bilissel beceriler. Yakup sembolik islemleri
sistematik bir sekilde yazip ifade etmistir. Yakup’un sesli dustinme protokoliinde
ispat1 yiirtitiirken kulland1g1 asagidaki ifadeler bu durumu desteklemektedir:

“Her biri digerinin alt kiimesi ise xEA ise xZB’dir. Ya da x€A ise x€B'dir. Bu nedenle A, B’
nin alt kiimesi oluyor. x€B ise x¢A, x€B ise xEA'. Buradan BCA' olur. Her biri digerinin
timleyeninin alt kiimesi olur.”
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Diyalog incelendiginde Yakup'un ispat adimlarini dogru bir sekilde ytuiriittiigii
ve sistematik olarak ilerledigi gortilmektedir.

Ikinci 6nermede Dursun’un ispat yapma siirecinde hipotez ve hitkmii yazdig
belirlenmistir. Dursunun “Benim buradan anladigim ANB = AU B ise A = B midir?
Bunun iginde ben bunlarin esitli§ini kanitlamak istiyorsam birbirine esit oldugunu
gostermeliyim.” ifadeleri hipotez ve hiikmii belirledigini gostermektedir. Yeliz
sembolik islemleri sistematik bir sekilde yazip ifade etmistir. Yeliz'in sistematik islem
yaptig1 etkinlik kartinin yani sira “Tamamen sistematik islem yaptim.” ifadesinden de
anlasilmaktadir.

Bilissel yapilardan formel ifade etmeye yonelik ulasilan kodlar, bu kodlarin
hangi sorular icin sergilendigi ve hangi katilimcilarin bu kodlar: sergiledigi Tablo 5'te
sunulmustur.

Tablo 5
Formel Ifade Etme Kategorisinde Ulasilan Kodlarin Katilimcilara Gére Dagilim

Yeliz Yakup Oya Onur Demet Dursun  f

1.0 20 1.0 20 1.0 20 1.0 20 1.0 20 1.0 20

Sistematik olarak ispat

yapma X X X X 4
Hipotez ve hitkmii 1
yazma X

Tablo 5 ogrencilerin formel ifade etme kategorisindeki bilissel yapilarina
yonelik iki kod belirlenmistir. Bu kodlardan sistematik olarak ispat yapma kodu daha
sik sergilenirken (f=4), hipotez ve hiikmii yazma kodu daha az sergilenmistir (=1).

Ispatin Dogruluguna Yoénelik Ogrencilerin Urettikleri Argiimanlar

Ispatin dogruluguna yonelik iddialar. Ogrencilerin ispatlarinin dogruluguna
yonelik ortaya attiklari iddialar dogru, yanlis ve kararsizim olarak ii¢ kodda ele
almmustir. iddianin dogruluguna yonelik iddialarin katilimcilara gore dagilimi Tablo
6’da sunulmustur.

Tablo 6
Ispatin dogruluguna yonelik iddialar kategorisinde ulasilan kodlarin katilimcilara gore dagilim
Yeliz Yakup Oya Onur Demet Dursun f
1.0 20 1.0 20 10 20 10 20 10 20 1.0 20
Dogru X X X X X X X 7
Yanlis X X X X 4
Kararsizim X 1

Tablo 6 incelendiginde yaptiklar1 ispatin dogru oldugunu iddia edenlerin
sayisinin daha fazla oldugu goriilmektedir. Dogrunun sergilenme siklig1 diger
kodlardan daha fazla bulunmustur (=7). Bunu yanlisin sergilenme siklig1 izlerken
(f=4), en az sergilenen kod kararsizimdir (=1).
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Iddianin dogruluguna yonelik o6grencilerin sunduklar1 veriler. Birinci
onermede Yeliz ispatinin dogrulugunu hem dersin 6gretim elemanmna hem de
orneklere (cizdigi sekle) dayandirmustir. Yeliz'in “Derste hocanin soyledigi bilgi
dogrultusunda dogru oldugunu diisiiniiyorum. Ayrica ¢izdigim sekilde model yoluyla da
dogrulugunu kontrol etmis oldum.” ifadeleri sundugu verileri gostermektedir. Dursun
sembolik ifade kullanmadig1 icin ispatin yanhs oldugunu iddia etmistir. Dursun su
ifadelere yer vermistir: “Ben bu soruyu ¢ozemem... Ben bunlari rneklerle anlayabiliyorum
ama sembollerle nasil yazacaimi bilmiyorum. Yani bu ifadeyi sembolik olarak ifade
edemedim.” Ispatimin dogru olmadigim diisiinen Oya “Bence olmaz. Sadece agiklama
bence. Cok basit goriintiyor dolayisiyla ispat olmaz.” ifadelerini kullanmaistir.

Ikinci 6nermede Yeliz ispatimin dogrulugunu hem sistematik ispat yapmasina
hem de dersin 6gretim elemanina dayandirmistir. Yeliz'in “Hoca da ispatlar: boyle
goOstermisti. Ayrica ben sistematik bir sekilde tiim islemleri yaptigum icin ispatum dogru
olmali.” ifadeleri sundugu verileri gostermektedir. Yakup’ta ispatinin dogrulugunu
dersin 6gretim elemanina dayandirmustir. Yakup'un “Evet ispatim gegerli... Hocanin
soyledigi  formiillere gore.” ifadeleri durumu desteklemektedir. Ispatinin dogru
oldugunu iddia eden Dursun “Ispatum vyeterli. Ciinkii daha fazlasint yapamam.”
ctimleleriyle ispatinin dogru oldugunu savunmustur. Benzer sekilde Onur’da “Crinkii
aklima baska bir sey gelmedi. Dolayisiyla bu kadarimin dogru oldugunu diisiintiyorum.”
ctimleleriyle ispatin dogrulugunu savunmustur. Ik onermede oldugu gibi bu
onermede de ispatinin dogru olmadigini diistinen Oya “Dogru degil, daha ¢cok agiklama
gibi oldu. Sonuca baglayamadim...” cimlelerini kullanmistir. Bu ifadeler Oya’nin sembol
kullanmadig i¢in ispatinin dogru olmadigini diistindtigiinti gostermektedir.

Iddianin dogruluguna yonelik 6grencilerin sunduklar1 verilerin katilimcilara
gore dagilimi Tablo 7’de sunulmustur.

Tablo 7
Ogrencilerin Sunduklar: Veriler Kategorisinde Ulagilan Kodlarin Katilimcilara Gére Dagilimi
Yeliz Yakup Oya Onur Demet Dursun  f
1.0 20 1.0 20 10 20 1.0 20 1.0 20 1.0 20
Dersi veren 6gretim X X 5
elemanina dayandirma
Orneklere dayandirma X 1
Sembolik ifadelere X X X 3
dayandiramama
Sistematik calismaya
X 1
dayandirma
Alternatif tiretemedigi
i¢in dogru oldugunu X 1
diistinme

Tablo 7 incelendiginde bu kategoride en sik sergilenen kodun sembolik
ifadelere dayandiramama oldugu belirlenmistir (=3). Bu kodu dersi veren 6gretim
elemanmna dayandirma ve alternatif tiretemedigi icin dogru oldugunu diistiinme
kodlar1 izlemektedir (f=2). En az sergilenen kodlar ise 6rneklere dayandirma ve
sistematik ¢alismaya dayandirmadir (=1).
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Ogrencilerin sunduklar1 verileri dogrulayici ifadeler. Calismaya katilan
ogrencilerden Dursun’un ispatin hipotez ve hiikmiinti sembolik olarak yazdig:
belirlenmistir (Bkz. Sekil 2).

.A Je B od.\‘l{_ cln»lr.pr /“lﬂ% }ﬁ
Fxi x €A ise xéif% erlmi2

u hida
= ste-me g2
ol d_,_gunu 59 a
Sekil 2. Dursun'un 1. 6nermede vazdigi hipotez ve hiikiim

Dursun ortaya attig1 iddiada sembolik ifadelere dayandiramadig: igin ispatinin
gecerli olmadigimi belirtmisti. Dursun'un bu ifadesinden iddiasini dogrulamaya
yonelik islem yaptig1 (Ispatin hipotez ve hiikmiinii sembolik yazdig1) anlasilmaktadir.

Onur ise ispat yaparken “Bunu aklimda kalsin diye yapiyorum. Ciinkii gelecekte bu
tarz bir soruyla karsilasirsam hatirlamak istiyorum.” ifadelerine yer vermistir. Bu ifadeler
Onur’un analojik akil yiirtitmelerden yararlandigimi bagka bir ifade ile 6grendigi bir
durumu yeni durumlara genelleyebildigini gostermistir. Onur bu diistincesini
dogrulayic1 ifade olarak sunmamus olsa da Onur’un diistincesi onun analojik akil
ylrtitmelerden yararlanarak ispat yaptigina isaret etmektedir. Onur’un kullandig: bir
baska dogrulama yolu ise ispat1 tekrar yaparak sonucu kontrol etmedir. Onur “...ITk
yolda ispat ama bir yolla daha dogrulugunu gosterip saglamasini yapmak istedim. Garanti
olsun istiyorum...” ctimleleriyle ispatinin dogrulamasini yapmak igin ikinci bir yolla
ispat yaptigini gostermistir.

Ogrencilerin sunduklar1 verileri dogrulayici ifadelerin katilimcilara gore
dagilimi Tablo 8 de sunulmustur.

Tablo 8
Ogrencilerin Sunduklari Verileri Dogrulayic Ifadeler Kategorisinde Ulagilan Kodlarn Katihimcilara
Gore Dagilinm

Yeliz Yakup Oya Onur Demet Dursun  f
1.0 20 1.0 20 1.0 20 1.0 20 10 20 1.0 20

Ispatin hipotez ve

hiitkmiinti sembolik 1
olarak yazma X

Analojik akil

yiiriitmelerden X 1
yararlanma

Ispat1 tekrar yaparak
sonucu kontrol etme

Tablo 8 incelendiginde bu kategoride yer alan tiim kodlarin esit siklikta
sergilendigi anlasilmistir (f=1). Ogrenciler iddialarimin dogrulugunu savunacak
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ifadelere ¢ok fazla yer vermemistir. Iddialarin1 sunmuslar ancak bunu destekleyici
ifadelerde problem yasamislardir. Onur her iki 6nerme icinde iddiasini dogrulamak
icin gerekgeler sunabilmistir.

Ogrencilerin sinirliliklar ¢iiriitme yollar1. Yakup 6nermede verilen hitkme
ulasti@1 icin olasi alternatifleri curiittiigiinti dustinmustiur. Yakup'un “...Ciinkii
birbirlerinin alt kiimeleri olduklarini gordiim. Bu nedenle dogru olur.” ctimleleri olasi
alternatifleri curtittiigiinti (her iki kiimenin birbirinin alt kiimesi oldugu icin esit
kiimeler olmalar1) gostermistir.

Calismaya katilan 6grencilerden Yeliz tiim ispat siiresince islemleri kontrol
ederek sistematik olarak ytiriitmiis bu nedenle olas1 tiim alternatifleri ¢lirtitmuistiir.
Yeliz'in kulland1g1 “...Ben sistematik bir sekilde tiim islemleri yaptigim icin ispatim dogru
olmali.” ifadelerden olas1 ¢oztimleri curiittiigti anlasilmistir. Dursun ise onermede
verilen hiikme ulastig1 igin olasi alternatifleri ciirtitttigtinti diisinmiistiir. Dursun’un
“Hem de iki esit ifade elde ettim. Fazlasina gerek duymadim... Bence ispatin dogrulugunu
gostermede bu ifade (A=B elde etmis olmam) yeterli olur...” ifadeleri olas1 alternatifleri
curtittigunu gostermistir. Oya islem asamalarinda hangi islemi neden yaptigini tam
olarak aciklayamadig icin olasi tiim alternatifleri ortadan kaldiramadigini bu nedenle
yaptig1 islemlerin ispatin gecerli olmasini saglamayacagim diistiinmektedir. Oya’nin
“Degil, daha ¢ok agiklama gibi oldu. Sonuca baglayamadim... Sonuca baglamis olsaydim, neyin
nereden  geldigini  aciklayabilseydim  ispat olurdu.” ifadelerinden bu durum
anlasilmaktadir.

Ogrencilerin yaptiklar ispattaki siurliliklart (alternatifleri) ciiriitme yollart
Tablo 9'da sunulmustur.

Tablo 9
Swmirliliklar: Ciiriitme Yollar: Kategorisinde Ulasilan Kodlarin Katilimcilara Gore Dagilin

Yeliz Yakup Oya Onur Demet Dursun  f
1.0 20 1.0 20 10 20 1.0 20 1.0 20 10 20

Onermede verilen
hitkme ulastig: icin

olasi alternatifleri X X X X 4
curtttiigiini diistinme

Tﬁm isp.at siiresince X 1
islemleri kontrol eder

Yaptig1 islemlerin X 1

gerekeelerini actklama

Tablo 9 incelendiginde 6grencilerin daha cok 6nermede verilen hiikme ulastig:
icin olas1 alternatifleri ctirtitttigtinti diistindiikleri belirlenmistir (f=4). Bu kategoride
yer alan diger kodlarin esit siklikta sergilendigi anlasilmistir (f=1).

Tartisma, Sonuc ve Oneriler

.....

koyduklar1 argtimanlari incelemeyi amaclayan bu calismanin sonucunda grencilerin
ispat yapma stirecinde somutlastirma, sembollestirme ve formel ifade etme bilissel
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yapilariny; iddianin ortaya atilmasi, verinin sunumu, dogrulayict ifadeler ve
siirliliklar: ¢tirtitme argtimanlarimi kullandiklar tespit edilmistir.

Ogrencilerin ispat yapma siirecindeki biligsel yapilar1 ele alindiginda
somutlastirma kategorisinde sekil cizme ve 6rneklerle gosterme kodlarina ulasilmistir.
Bunun nedeni olarak 6grencilerin okul matematiginden getirdikleri problem ¢d6zme
aliskanliklarindan kopamamis olmalar1 gosterilebilir. Baska bir ifade ile 6grencilerin
ispat yapma distincesinden ziyade problem ¢6zme diistincesi ile hareket ettikleri
soylenebilir. Oztiirk’te (2017) matematik 6gretmenlerinin ve matematik 6gretmeni
adaylarmin ispat yapma stirecini bilissel agidan inceledigi calismasinda 6gretmen ve
ogretmen adaylarinin cebir ispatlarinda sekil ¢cizmedigini ancak geometri ispatlarinda
sekil cizdiklerini belirlemistir. Ispat yapmaya yonelik becerileri inceleyen pek gok
arastirmada en alt diizey beceri olarak veya soruyu anlamak i¢in katilimcilarin sekil
cizdiklerini belirlemistir (Komatsu, 2016; van Garderen, 2006; Zazkis, Weber ve Mejia-
Ramos, 2015). Bu galismada 6grencilerin somutlastirma kategorisinde sekil ¢izme
becerisi sergilemelerinin alan yazimmi destekligi soylenebilir. Somutlastirma
kategorisinde ulasilan diger kod 6rneklerle gostermenin de alan yazini destekledigi
soylenebilir. Alan yazindaki pek cok calisma 6grencilerin veya 6gretmenlerin
onermenin dogrulugunu ispatlamada 6rnekleri kullandiklarimi gostermistir (Harel ve
Sowder, 1998; Oztiirk, 2017).

Ispat yapma siirecinde bilissel yapilardan bir digeri sembollestirmedir.
Sembollestirme kategorisinde ezberledigi sekilde sembollestirme, tanimlar: sembolik
olarak yazma ve sembolik ifadelerden tanima gecebilme kodlarma ulasilmstir.
Calismaya katilan 6grencilerden birisinin ezberledigi sekilde sembollestirme yaptig1
belirlenmistir. Alan yazinda pek cok calismada 6grencilerin ispatlar1 ezberleyerek
yaptiklar1 belirlenmistir (Dede ve Karakus, 2014; Giiven, Celik ve Karatas, 2005;
Oztiirk ve Kaplan, 2019). Bu baglamda calismada 6grencilerin ezberledigi sekilde
sembollestirme yapmalarmin alan yazimi destekledigi sdylenebilir. Sembollestirme
kategorisindeki diger kodlarin (tanimlari sembolik olarak yazma ve sembolik
ifadelerden tanima gecebilme) da alan yazimi destekledigi soylenebilir. Doruk ve
yapma siirecinde sembolik ifadeler kullanmaktan uzak olduklarinm belirlemistir. Buna
karsin alan yazindaki pek cok calismada Ogrencilerin ispat yapma siirecinde
onermeleri sembolik yazdig: belirlenmistir (Fukawa-Connelly, 2012; Hanna, 1995).

Smif 6gretmenligi Ogrencilerinin bilissel yapilarinda formel ifade etme
kategorisinde sistematik olarak ispat yapma ile hipotez ve hiikmii yazma kodlarma
ulasilmistir. Alan yazinda yapilan calismalarda 6grencilerin ispat yapma stirecinde
sistematik ispat yapma ile hipotez ve hiikmii yazma becerilerini sergiledikleri
belirlenmistir (Radford, 2008; Smith ve Kosslyn, 2014). Oztiirk ve Kaplan (2019)
matematik Ogretmeni adaylarimin ispat yapma stirecinde hipotez ve hiikmiu
belirlediklerini tespit etmistir. Bu baglamda formel ifade etme kategorisindeki
kodlarin alan yazini destekledigi soylenebilir.

Ispat yapma siirecindeki argiimanlara yonelik elde edilen kategoriler: ispatin
dogruluguna yonelik iddialar, iddialar1 destekleyen veriler, verileri dogrulayic
ifadeler ve simirliliklar ciirtitme kategorilerine ulasilmstir.

-----

-----
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¢ogu ispatin dogruluguna yonelik goriis belirtirken, sadece bir smnif 6gretmenligi
ogrencisi kararsiz kalmistir. Alan yazindaki pek ¢ok calismada, katilimcilarin
onermenin dogru olup olmadiginm belirleyebildikleri tespit edilmistir (Aydemir ve
Kubang, 2014; Oztiirk, 2017; Schraw, 1998). Oztiirk ve digerleri (2018) siuf
calismada, katilmcilarin ispatlarinin dogru olup olmadigina karar vermekte gticliik
yasadiklarini ve karar veremediklerini belirlemistir. Dede ve Karakus'ta (2014) ispatin
dogruluguna karar verememenin ritiiel ispat semas: oldugunu belirtmistir. Bu
dogrultuda ¢alismada ulasilan ispatin dogruluguna yonelik iddialarin alan yazinla
ortiistiigu soylenebilir.

amaciyla sunduklari veriler kategorisinde dersi veren 6gretim elemanina dayandirma,
orneklere dayandirma, sembolik ifadelere dayandirma, sistematik calismaya
dayandirma ve alternatif {iretemedigi icin dogru oldugunu dtistiinme kodlar
veren ¢gretim elemanina dayandirmistir. Ispatin1 6gretmen veya ders kitabr gibi bir
otoriteye dayandirma otoriter ispat semasi olarak adlandirilmaktadir (Dede ve
Karakus, 2014). Alan yazindaki pek ¢ok arastirmada katilimcilarin otoriteye dayal
ispat yaptiklar1 belirlenmistir (Aydogdu-iskenderoglu, 2016; Harel ve Sowder, 1998;
Nool, 2012; Oztiirk, 2017). Bu baglamda 6grencilerin ispatlarin dogrulugunu dersi
veren Ogretim elemanina dayandirmanin alan yazini destekledigi soylenebilir.
Nitekim bu calismanin bilissel yapilar temasinda ulasilan ezberledigi yolla
sembollestirme yapma kodu da bu bulguyu desteklemektedir. Calismaya katilan Simf
dayandirmistir. Ispatin dogrulugunu orneklere dayandirma tiimevarimsal ispat
semas! olarak adlandirilmaktadir (Dede ve Karakus, 2014). Alan yazinda pek c¢ok
calismada Ogrencilerin tlimevarimsal ispat semasmna gore ispat yaptiklar
belirlenmistir (Aydogdu-iskenderoglu, 2016; Harel ve Sowder, 1998; Oztiirk, 2017). Bu
dogrultuda calismada Smif Ogretmenligi oOgrencilerinin o©rneklerle ispatlarmin
dogrulugunu degerlendirmelerinin alan yazmnla ortiisttigti soylenebilir. Simaf
ogretmenligi  Ogrencilerinin  ispatlarinin  dogrulugunu  iddia  etmedeki
gerekcelendirmelerinden birisi de sistematik calismadir. Ispatin dogrulugunu
degerlendirmede sistematik ispat yapma aksiyomatik ispat semasinin bir boltimiidiir
(Dede ve Karakus, 2014). Alan yazindaki bazi galismalarda ogrencilerin ispatlarmi
degerlendirmede aksiyomatik ispat semalarim1 kullandiklar1 tespit edilmistir
(Aydogdu-iskenderoglu, 2016; Harel ve Sowder, 1998; Oztiirk, 2017). Calismaya
iddia etmelerinin nedeninin sembolik ifadelere dayandiramama oldugu belirlenmistir.
Doruk ve Kaplan'da (2015) ogrencilerin sembolik ifade kullanmakta gticliik
bazilar1 da baska bir ¢6ztim yolu tiretemedikleri i¢in iddialarinin dogru oldugunu
diisindiiklerini belirtmistir. Demircioglu ve Polat (2016) alternatif ispat yollar
kullanmanin 6grencilerin anlamalarini gelistirecegini ifade etmistir. Bu calismada
edememis bu nedenle dogru olacagim kabul etmislerdir. Bu baglamda ulasilan
sonucun Demircioglu ve Polat'mn (2016) calismasini destekledigi soylenebilir.
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Calismaya katilan Smif o6gretmenligi Ogrencilerinin sunduklar1 verileri
dogrulayic1 ifadeleri ispatin hipotez ve hiikmiinti sembolik yazma, analojik akil
ylrtitmelerden yararlanma ve ispat1 tekrar yaparak sonucu kontrol etme kodlarina
ulasilmistir. Calismaya katilan bir Smif 6gretmenligi 6grencisi ispatinin
gerekcelendirmesini desteklemek amaciyla ispatin hipotez ve hiikmiinti sembolik
olarak yazdigini ifade etmistir. Bu bulgu calismada bilissel yapilardan formel ifade
etme kategorisindeki hipotez ve hiikkmii yazma bulgusuyla 6rtiismektedir. Oztiirk’te
icin farkli beceriler sergiledigini belirlemistir. Calismaya katilan Smif 6gretmenligi
ogrencileri ispatlarin  gerekcelendirmesini desteklemek icin analojik akil
yirtitmelerden yararlanmiglardir. Oztiirk'te  (2017) matematik ~ 6gretmenligi
ogrencilerinin ispat yapma stirecinde analojik akil ytiirtitmelerden yararlandiklarin
yaparak sonucu kontrol ettigi belirlenmistir. Alan yazindaki pek c¢ok calismada
ogrencilerin bir problemi ¢ozdiikten sonra veya ispat1 yaptiktan sonra en basa dontip
islemleri tekrar yaparak sonucu kontrol ettigi tespit edilmistir (Kaplan ve Duran, 2015;
Nool, 2012; Oztiirk, 2017). Bu baglamda ulagilan sonucun alan yazini destekledigi
soylenebilir.
argtimanlarindan smirliliklar gtirtitme yollar: kategorisinde 6nermede verilen hiitkme
ulastig1 icin olas1 alternatifleri giirtittigtini diistinme, tiim ispat stiresince islemleri
kontrol etme ve yaptig1 islemlerin gerekgelerini acgiklama kodlarina ulasilmistir.
Katilimcilardan bazilari 6nermede verilen hiikme ulasti1 icin olasi alternatifleri
curtittigunt duistindiiklerini belirtmislerdir. Calismada iddialarim1 desteklemek
amaciyla sunduklar1 veriler kategorisinde ulasilan alternatif tiretemedigi icin
iddiasinin dogru oldugunu diistindiikleri bulgusuyla orttismektedir. Calismada
ulasilan bir diger kod ttim ispat stirecinde islemleri kontrol etmedir. Alan yazinda pek
¢ok calismada ispat yapma stirecinde tiim islemlerin kontrol edildigi belirlenmistir
(Kaplan ve Duran, 2015; Oztiirk, 2017). Bu baglamda calismada ulasilan ispat siiresince
islemleri kontrol eder kodunun alan yazimi destekledigi soylenebilir. Calismada
ulasilan bir diger kod ise yaptig1 islemlerin gerekgelerini agiklar kodudur. Oztiirk’te
(2017) matematik Ogretmenligi Ogrencilerinin yaptig1 islemlerin gerekcelerini
acikladiklarmi belirlemistir. Bu baglamda ulasilan sonucun alan yazinla ortiistigi
soylenebilir.

Bu calisma belli sinirhiliklar altinda yurtitalmiistiir. Calismanin katilimci sayisi
bu smrliliklarin ilkidir. Calisma nitel arastirma desenlerinden durum calismasi
modeline gore yiriitildigiinden detayli inceleme yapilmasi amaglanmis ve bu
nedenle orneklem smurli tutulmustur. Gelecek arastirmacilar daha biytiik
orneklemlerle karma arastirma yontemlerini kullanarak ispat stirecini inceleyen
calismalar ytrtitebilirler. Calismanin bir diger smirlilig1 ise sadece bilissel yap1 ve
arglimanlarin ele alinmis olmasidir. Glintimtizde tip bilimindeki gelismeler goz 6ntine
alindiginda zihinsel yapilar1 incelemenin de (fMRI ve PET gibi cihazlarla) mtimkiin
oldugu gortilmektedir. Bu baglamda gelecek arastirmacilar ispat yapma stirecini
zihinsel acidan inceleyebilirler. Calismanin bir diger sinirlilig1 ise veri toplama
aracindaki sorularin sayisidir. Bu calismada sadece kiimeler konusundaki ispatlar
incelenmis olup farkli konulardaki o©nermeler c¢alisma kapsaminin disinda
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tutulmustur. Gelecek arastirmacilar daha fazla konu ve daha fazla énerme ile daha
genis ¢capli calismalar ytrtitebilirler.

Calismada ulasilan sonuglar 6grencilerin ispat yapmada gticlik yasadiklarinm
ve ispat yaparken sadece ezberledikleri yollarla ispat yaptiklarina isaret etmektedir.
Ancak ispatin okul matematigi icin O6nemli oldugu goz O©ntine alindiginda
ogretmenlerden daha iyi ispat yapmast ve neyi neden yaptigini bilmesi
beklenmektedir. Bu baglamda uygulayicilara yonelik olarak sinif 6gretmeni yetistirme
programinda kapsaminda hazirlanmis olan 6gretim programlarindaki matematik
derslerinin say1s1 ve ders saatleri arttirilmasi 6nerisinde bulunulabilir. Ayrica derslerin
iceriginde matematiksel ispatlara yonelik konulara yer verilmesinin gerekligi de
anlasilmaktadir. Bu nedenle uygulayicilara ders iceriklerini gozden gecirerek ispata
yonelik etkinliklere de ders iceriklerinde yer verilmesi 6nerilebilir.
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Summary

Introduction
Students encounter mathematics for the first time in pre-school and elementary school.
In preschool mathematics, students usually work on geometric forms, compare
objects, and learn how to deal with numbers from 1 to 10. In elementary school, they
learn the basic mathematical knowledge required for middle school mathematics.
Although all school periods are important for teaching mathematics, primary school
period is more important than other periods since more formal knowledge should be
learned in primary school years. The literature emphasizes that teachers have a
significant effect on the development of mathematical knowledge and attitude of the
student in this period. Researches revealed that teachers’ mathematical knowledge
influences students’ perspectives of mathematics. Therefore, it is important that
teachers have good mathematics knowledge. The basic mathematics courses have an
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important for mathematics content knowledge of elementary teachers. Because, in the
elementary school student teachers’ curriculum, students have two content courses
related to mathematics: Basic Mathematics I and Basic Mathematics II. If there are gaps
in mathematics learning in these lessons taken by the elementary teachers, the
knowledge of the teachers may be lack and this may be reflected on their students. In
order not to have any deficiencies in learning, students should be trained in a process-
oriented, not result-oriented manner. For this, teachers should have the ability of
solving the problem at the basic level although they have good problem-solving skills.
The reasons explained above make it necessary to examine how the elementary
teachers make the proofs in the lessons they took during the training process. On the
other hand, it is seen that there is not enough number of studies examining the proving
process of elementary teachers. This study aims to reveal the process of making proof
of elementary school student teachers. The results of the study are expected to guide
the design of the learning environment in the teacher training process. In addition, the
study is also important in terms of revealing the process of making proof of elementary
school student teachers.

Method

In the study, the case study model, among qualitative research designs, was used. In
this study, 89 elementary school student teachers studying at the 1st grade of
Department of Elementary Teacher Education were divided into three groups as high,
medium and low success according to the basic mathematics midterm exam grades.
Two students (6 students in total) were randomly selected from each group. The data
of the study was collected by means of thinking aloud protocol and documents. The
thinking aloud protocol includes two activity cards and an interview form. On each
activity card, a verbal proposal was presented to the students about sets and they were
asked to prove this proposition by sounding. Descriptive analysis method was used in
the study. In current study, we used theoretical framework developed by Tall and
Mejia-Ramos (2010) in order to examine the cognitive processes in the proving process
of the elementary school student teachers. The framework consists of formal
expression with the concrete development, symbolization and actions in the
development of the mental world of mathematics.

Results

The present study reports the cognitive structures and arguments in the proving
process of elementary school student teachers. The study shows that their cognitive
structures concretization, symbolization and formal expression. It was found that they
used arguments to put forward the claim, to present the data, to render verifiable
statements and limitations. The categories obtained for the arguments in the proof-
making process: to put forward the claim, support with given data, a qualifier may be
used to express the strength with which the claim may be taken and a rebuttal may be
used to state the possible limitations.

Conclusions and Discussion
When the cognitive structures of the elementary school student teachers in the process
of making proof are considered, the codes of drawing and examples are shown in the
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concretization category. Many studies in the literature have shown that students or
teachers use examples to prove the truth of the proposition (Harel and Sowder, 1998;
Oztiirk, 2017). One of the cognitive structures in the process of making proof is
symbolization. In the symbolization category, it is possible to symbolize by
memorization, to write the definitions symbolically, and to learn from symbolic
expressions. In the literature, it was determined that students made memorization of
proofs in many studies (Dede and Karakus, 2014; Gtiven, Celik and Karatas, 2005;
Oztiirk and Kaplan, 2019). In this context, it can be said that symbolization in the way
that elementary school student teachers memorize it supports the literature. It can be
said that other codes in the symbolization category (which can be described as
symbolic expressions and symbolic expressions) support the literature. Doruk and
Kaplan (2015) found that prospective elementary mathematics teachers were far from
using symbolic expressions in the process of making evidence. However, in many
studies in the literature, it was determined that the elementary school student teachers
wrote symbolic propositions in the process of making proof (Fukawa-Connelly, 2012;
Hanna, 1995). In the cognitive structures of primary school teachers, hypothesis and
provision writing codes were obtained by systematically proving in the category of
formel expression. In the studies conducted in the literature, it was determined that
the students showed their hypothesis and provision writing skills by making
systematic proof in the process of making proof (Oztl‘irk, 2017; Radford, 2008; Smith &
Kosslyn, 2014). In this context, it can be said that codes in the category of formal
expression support the literature.

Elementary school student teachers’ claims about the accuracy of the proof are
classified as true, false and unstable. In many studies in the literature, it was
determined that the participants were able to determine if the proposition was correct
(Aydemir & Kubang, 2014; Oztiirk, 2017; Schraw, 1998). In order to support the claims
of the elementary school student teachers who participated in the study, the codes
given to the lecturers who gave the lesson in the category, basing on the examples,
basing on the symbolic expressions, basing on the systematic study and thinking that
it is true for not producing alternatives can be found. It was determined in the
literature that elementary school student teachers exhibited these skills (Aydogdu-
iskenderoglu, 2016; Dede & Karakus, 2014; Demircioglu & Polat, 2016; Doruk &
Kaplan, 2015; Harel & Sowder, 1998; Nool, 2012; Oztiirk, 2017). The codes of the
students who participated in the study were reached through with the codes to verify
the hypothesis and judgment of the proofs that confirm the data they provided, to use
symbolic writing, to benefit from analogical reasoning and to check the result by
repeating the proof. These skills support the field writing (Kaplan and Duran, 2015;
Nool, 2012; Oztiirk, 2017). Elementary school student teachers participated in the
study of the arguments of the process of deficiencies in the category of refutation ways
reached the provision in the proposed alternative to thinking of possible alternatives
to refute, during the entire proof of the process to explain the reasons for the operations
and codes were reached. These findings support the literature (Kaplan and Duran,
2015; Oztiirk, 2017).

This study was carried out under certain limitations. One of these limitations is
that only cognitive structure and arguments are discussed in the study. Today,
considering the developments in medical science, it is possible to examine mental
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structures (devices such as fMRI and PET). In this context, future researchers can
examine the process of making evidence from a mental perspective. Another limitation
of the study is the number of questions in the data collection tool. In this study, only
proofs about clusters were examined and the propositions on different subjects were
excluded from the study. Future researchers can carry out broader studies with more
topics and more proposition.
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