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ABSTRACT

The study, aims to examine the arguments and proof schemes created by the mathematics teacher candidates
in the process of collective argumentation and to interpret the arguments in question by taking into account
the proof schemes. The participants of this research, which is designed as one group case study, are four
mathematics-teaching undergraduate students. The data collection tools of this research are the video
recordings, observation notes, and the students' solution papers. Data analysis was carried out in two stages in
this study. Firstly, the video recordings were transcribed and the data obtained were analyzed using Toulmin's
argumentation schema, and then the proof schemes used in this process were determined. The results of the
research show that four different sub-arguments emerged in the argumentation process in which teacher
candidates actively participated. It is especially noteworthy that the teacher candidates presented rebuttals
against each other's explanations and some of them were refuted by others. In addition, it was determined
that external and experimental proof schemes were used in the sub-arguments formed in the argumentation
process, but all of these sub-arguments were refuted. The data of the study show that analytical proof
schemes were predominantly used in the main claim on which the teacher candidates reached a consensus.
This study is limited to one group and one proof question, and it is recommended to conduct more in-depth
research in the future.
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oz

Bu arastirmada, matematik 6gretmeni adaylarinin ortaklasa argiimantasyon silrecinde olusturduklari
argiimanlarin ve ispat semalarinin incelenmesi ve s6z konusu arglimanlarin ispat semalar dikkate alinarak
yorumlanmasi amaglanmaktadir. Tekli durum galismasi olarak desenlenen arastirmanin katihmcilarini dort
matematik 6gretmenligi lisans 6grencisi olusturmaktadir. Arastirmanin veri toplama araglarini ortaklasa
argliimantasyon sirecinin video kayitlari, arastirmacinin gézlem notlari ve 6gretmen adaylarinin ¢éziim kagitlari
olusturmakta olup veri analizi iki asamada gergeklestirilmistir. ilk olarak video kayitlar transkript edilerek elde
edilen veriler Toulmin’in argiimantasyon semasi kullanilarak analiz edilmis, daha sonra bu siiregte kullanilan
ispat semalari belirlenmistir. Arastirma sonuglari 6gretmen adaylarinin aktif olarak katildiklari arglimantasyon
surecinde dort farkh alt argimanin ortaya c¢iktigini géstermektedir. Arglimantasyon siirecinde veri, iddia,
gerekge, curltiicu ve destekleyici bilesenleri ortaya gikarken, niteleyici bileseninin kullanilmadigi géralmustur.
Ozellikle &gretmen adaylarinin birbirlerinin agiklamalarina karsilik ciriitiiciler sunmalari ve bunlardan
bazilarinin digerleri tarafindan gurittlmesi dikkat gekmektedir. Ayrica arglimantasyon sirecinde olusan alt
argimanlarda digsal ve deneysel ispat semalarinin kullanildigi, ancak bu alt argimanlarin tamaminin
clrtuldugu belirlenmistir. Arastirmanin verileri 6gretmen adaylarinin Gizerinde fikir birligi sagladiklari ana
iddiada agirlikli olarak analitik ispat semalarinin kullanildigini gostermektedir. Bu arastirma tek grup ve bir ispat
sorusu ile sinirl olup gelecekte daha genis katilimer gruplari ve farkli ispat sorulari ile daha derinlemesine
arastirmalar yapilmasi 6nerilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Argimantasyon, ispat semalari, matematik, 6gretmen adaylari, durum galismasi
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Giris
Matematigin temel vyapilarindan biri olan ispat,
matematikte ©6nemli bir yere sahiptir (Tall, 1995).

ispatlar, bir teorem ya da iddianin anlamini meydana
¢ikararak matematigi anlamaya yardimci olmaktadir.
Cinkl ispatlar kavramlari iliskilendirme, tahminler
yapma, ifadeleri dogrulama ve yeni bilgileri genellemeyi
icermektedir (Schabel, 2005). Baki'ye (2006) gore
matematiksel ispatlarin amaci iddialarin dogrulugunu ya
da yanlishgini ortaya ¢ikarmaktir. Harel ve Sowder (2007)
ise ispati bireyin matematiksel durumun dogruluguna
once kendisini daha sonra bagkalarini ikna etme siireci
olarak tanimlamistir. Ancak 6grencilerden matematiksel
bir ispat yapmalari istendiginde konu ile ilgili ispata
yonelik bilgileri veya 6n bilgileri ayni olmadigindan ispat
yaparken kullandiklari yollar da matematiksel duruma,
kisiye, topluluga gore farklilasmaktadir. Harel ve Sowder
(1998) bu farkli yollari siniflandirirken bir kisinin veya
toplulugun kullandigi ispatlari agiklamak igin ispat semasi
kavramini tanimlamistir.

ispat semalari, bir bireyin veya toplulugun
matematiksel bir durumun dogrulugunu veya yanhshigini
gostermek icin  kullandigl ispatlarin  bir siniflamasi
olmasinin yani sira bir dlisiinme bigimi olarak
tanimlanmaktadir (Harel & Sowder, 1998). ispat semalari
ile ilgili bir siniflandirma yapilirken durumun dogruluguna
ya da vyanhshigina bakilmaksizin bireylerin  durum
karsisindaki dusiince vyapilarinin  ortaya ¢ikarilmasi
amaglanmaktadir. Bu nedenle ispat semalari bir bireye
veya topluluga 6zgi kanit olarak tanimlanmasinin yani
sira bireylerin iddia ettikleri durumdan nasil emin
olduklarini ve baskalarini nasil ikna ettigini ortaya
koymaktadir (Aydogdu-iskenderoglu, 2019). Bu ¢alismada
literatirde yer alan c¢alismalardan farkh olarak
katihmcilarin ispat semalari argiimantasyona dayal bir
bakis acisiyla ele alinmaktadir. Arglimantasyon, bir kisinin
bir iddianin gegerliligine karsisindaki toplulugu ikna etme
sureci olarak tanimlanmaktadir (Krummheuer, 1995) ve
bu ikna etme sireci ispatlama sirasinda ise kosularak
Ogrencilerin ispat semalarina yansimaktadir (Harel &
Sowder, 1998). Pedemonte’ye (2001) gore ispat siireci
Ozel bir arglimantasyon siirecidir. Bu nedenle bir ispatin
ve ¢OzUmiin gergeklestirilmesi sirasinda veya sonrasinda
¢6zUmiun gerekgesinin  kasti olarak acgiklanmasiyla,
gozlemlenen siniftaki etkilesimler olarak tanimlanan
argimantasyon (Krummbheuer, 1995), ispat semalari ile
ilgili olabilir ve 6grencilerin ispat semalari arglimantasyon
sureglerinde tetikleyici olabilir.

Boero ve arkadaslari (2010) ispat ve argiimantasyon
suregleri arasindaki iliskinin matematik egitiminde énemli
bir konu oldugunu vurgulamaktadir. Bunun yani sira
Pedemonte (2007a; 2007b; 2008) argiimantasyon ve
ispatin hem yapisal hem de silire¢ olarak iliski icerisinde
oldugunu belirtmektedir. Bu sebeple argliimantasyonda
kullanilan bazi ifadeler, c¢izimler ya da teoremler
ispatlama sirecinde de kullaniimaktadir (Pedemonte,
2007a). Doruk’un (2016) ilkogretim matematik 6gretmeni
adaylari, Urhan ve Bilbil’'iin (2016) lise 6grencileri ile

gerceklestirdigi galismasinda, ogrencilerin
arglimantasyon ve ispat suregleri ortaya koyulmustur. Bu
calismalarda 6grencilerin argimantasyon siirecinde ispat
yapisina ve siirecine deginilmis fakat ispat semalarina yer
verilmemistir. Ogrencilerin kendilerini ve
karsisindakilerini ikna etmek igin etkilesim igerisinde
gerceklesen ispatlama silrecinde, ispat semalarinin ve bu
siregte olusturulan argimanlarin neler oldugunun
incelenmesi ile bu iki slire¢ arasindaki iliskinin ortaya
cikarilmasinin énemli oldugu distiniilmektedir. Literatlr
incelendiginde matematiksel bir ispatin ortaklasa olarak
gerceklestirildigi  bir ortamda  6grencilerin  ispat
semalarinin ve argimanlarinin incelendigi bir ¢alismaya
rastlanmamistir.  Buradan hareketle bu aragtirmada
matematik o0gretmeni adaylarinin ortaklasa
arglimantasyon siirecinde olusturduklari argimanlarinin
ve ispat semalarinin incelenmesi ve s6z konusu
arglimanlarin ispat  semalari dikkate  alinarak
yorumlanmasi amaglanmaktadir. Arastirma sonuglarinin
bu konuda yapilacak ¢alismalara ve literatire katki
saglayacagi disliniilmektedir.

Teorik Altyapi

Ispat Semalari

Harel ve Sowder (1998) ispati 6grencilerin bilissel
sureglerini ele alan ve toplumsal kuramlarla sekil alan bir
sureg olarak informel agidan tanimlamiglardir. Bu bakis
acisi ispatin dogrulugu ya da yanhshgiyla ilgilenmeksizin
Ogrencilerin ne disinduklerine odaklanmalarini saglamis
ve ispat semasl terimini ortaya atmislardir. ispat
semalari, bir bireyin kendisini ya da baskasini
matematiksel bir durumun dogruluguna ya da yanhsligina
ikna etmek icin agiklamalarini, savunmalarini ve ispatlari
iceren diisiinme bicimidir (Aydogdu-iskenderoglu, 2019).
Harel ve Sowder (1998) o6grencilerin matematiksel
durumlara yonelik ¢dziimlerini savunurken kullandiklar
semalari digsal, deneysel ve analitik ispat semalari olarak
¢ ana grupta siniflandirmiglardir (Resim 1).

Otoriter
Digsal Ispat Aliskanlik
Semalari - Eﬂlmisi
Sembolik
Algisal

|

[ Deneysel ispat
_1 Semalari

Ornek-Temelli

Ispat Semalari

: + Déoniigtiiriilebilen

Analitik ispat

|

Aksiyomatik

Resim 1. Harel ve Sowder’in ispat semasi siniflandirmasi
(1998)
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Dissal ispat semasini kullanan 6grenciler kendini veya
bir baskasini dissal kaynaklari kullanarak ikna ederler ve
bu kaynaklar ¢cogunlukla 6gretmen, kitap ya da aile gibi
dis &gelerden olusmaktadir (Aydogdu-iskenderoglu,
2019). Eger Ogrenciler matematiksel bir durumun
dogrulugunu  vyalnizca  kitaplara,  6gretmenlerinin
soylediklerine, ailesinden ya da arkadaslarindan
duyduklarina dayandiriyorsa otoriter ispat semasi;
gorintusine yani akil yiriitmektense dnceden 6grendigi
delilleri veya gerekgeleri 6ne sirlyorlarsa alisagelmis
ispat semasi; Ogrenciler sembolleri anlamlandirmadan
veya durum igerisindeki niceliklerle iliskilendirmeden
kullaniliyorsa sembolik ispat semasini ortaya koyan
ozellikler gostermis olurlar (Harel & Sowder, 1998).

Deneysel ispat semasinda 6grenciler matematiksel bir
durumun dogrulugunu veya yanhshgini fiziksel gerceklere
veya duyussal deneyimlere dayanarak gosterirler
(Aydogdu-iskenderoglu, 2019). Deneysel ispat semalari
algisal veya ornek-temelli olabilmektedir. Algisal ispat
semasinda  Ogrenciler bir durumun dogrulugunu
sezgilerini temel alarak genellikle g¢izimler yaparak
gosterirler. Ornek-temelli ispat semasinda ise &grenciler
bir durumun dogrulugunu ornek vererek gostermeye
cahisirlar (Harel & Sowder, 1998).

Analitik ispat semasina yonelik ozellikler sergileyen
ogrenciler varsayimlarinin dogrulugunu mantiksal ¢ikarim
yoluyla gosteriler. Bu ispat semasinda 6grenciler
matematiksel bir durumun dogrulugunu orneklere,
sezgilerine ya da dissal faktorlere dayandirmaktan ziyade
aksiyomlari, teoremleri kullanarak akil yiritirler ve
matematiksel iliskileri kullanirlar (Aydogdu-iskenderoglu,
2019). Analitik ispat semalari dénustirilebilen veya
aksiyomatik  olmak  Gzere ikiye  ayrilmaktadir.
Donustirilebilen ispat semasinda 6grenci kendini veya
bir baskasini ikna etmek igin akil yiritmeler yoluyla
genelleme yoluna gitmektedir (Harel & Sowder, 1998).
Aksiyomatik ispat semasi ise donustirilebilen ispat
semasini kapsamakta olup ek olarak tanimsiz terimleri,
sonuglari, tahminleri aksiyomlari ve neden-sonug
iliskilerini icermekte olup 0grenciler tanimlanmamis
aksiyomlari ve terimleri iceren bir ispati anlayarak boyle
bir sistemde rahat bigcimde c¢alisabilirler (Aydogdu-
iskenderoglu, 2019).

ispatlama siirecinde &grenciler ispat semalarini
kullanmaktadirlar. Bu semalar araciligiyla 6grencilerin
anlama dizeylerini ve ikna olduklari ispat teknikleri
belirlenebilmektedir ~ (Aydogdu-iskenderoglu,  2019).
Ayrica bu semada yer alan (i¢ ana kategori birbirinden
bagimsiz olmamakla birlikte 6grenciler kisa zaman
icerisinde birden fazla ispat semasina iliskin ozellikler
sergileyebilirler (Harel & Sowder, 1998). ispat semalari
cercevesi ile bir ispatin dogruluguna ya da yanlishgina
bakilmaksizin 6grencilerin dlstince yapilarini incelemek
mimkindir. Buradan hareketle bu arastirmada
matematik 6gretmeni adaylarinin matematiksel bir ispata
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yonelik kullandiklari semalari incelemek icin Harel ve
Sowder’in (1998) ispat semasi ¢cergevesi kullaniimistir.

Ortaklasa Argiimantasyon

Son yillarda matematik egitiminde bireysel
o6grenmeden ziyade, sosyal baglamlarda o6grenmeye
dogru gegis s6z konusudur. Temeli Vygotsky'nin (1978)
¢alismalarina dayanan sosyal 0©grenme yaklasimlan
O0grenme ve Ogretme slrecinde birey ve toplum
arasindaki etkilesimi farkh acilardan incelemektedir.
Sosyal yaklasimlarin odak noktasi, 6grencilerin gruplar
halinde Uzerinde calistigi problemlere ¢6zimler
getirmektir (Brown & Renshaw, 2000). Bu c¢6zimler
sirasinda  Ogrenciler matematiksel olarak iletisim
kurmakta ve sinif igi tartismalar gerceklesmektedir
(Brown, 2017). Matematik egitiminde sinifta etkilesim

icerisinde  gerceklesen bu tartismalar  ortaklasa
arglimantasyon siirecine isaret etmektedir (Conner vd.,
2014a).

Argliimantasyon, Toulmin’in (1958/2003)

Argimanlarin Kullanimlari (The Uses of Arguments) kitabi
ile gindeme gelmis ve hukuk, saglik, mihendislik, egitim
gibi  bircok  alanda kullanilmaya baslanmistir.
Krummheuer (1995) matematik egitiminin, sosyal ve
iletisimsel yonUnd vurgulamis ve argiimantasyon
kavramini matematik egitimine uyarlamistir.
Krummbheuer (1995), Toulmin’den farkh olarak bir kisinin
baskalarini ikna etmesi yerine birden fazla kisinin
etkilesimi ile genellikle fikir birligi ile ortak bir sonuca
varilmasi olarak ele almis ve ortaklasa argiimantasyon
ifadesini kullanmistir.  En genel anlamda ortaklasa
argimantasyon  Ogrencilerin  veya  6gretmenlerin
matematiksel bir iddiada bulundugu, bunu desteklemek
icin kanitlar sagladig bir siire¢ olarak tanimlanmaktadir
(Conner vd., 2014a). Bu siire¢ sonucunda olusan drin
olarak ele alinan argliman kavrami ise bir tahmini veya
sonucu desteklemek veya guritmek icin ortaya koyulan
teorilerin ya da kanitlarin bir arada kullanilmasi olarak
tanimlamaktadir (Toulmin, 1958/2003).

Krummheuer (1995) arglimantasyon modelini
matematik egitimine uyarlarken, argiimanlarin bir
cerceveye bagimh oldugunu belirtmis ve bu cergevenin
yalnizca matematiksel ilkelere degil sinifin  sosyal
baglamina dayali olan ortaklasa arglimantasyon sirecini
aciklamak icin de kullanilabilecegini ifade etmistir (Tekin-
Dede, 2019). Buradan hareketle Krummheuer (1995),
Toulmin’in arglimantasyon semasini (TAS) (1958/2003)
matematik egitimine uyarlayarak, ogrencilerin
olusturdugu argiimanlari incelemek igin Resim 2’de yer
alan TAS'1 agiklamugtir

Bu sema alti bilesenden olusmakta ve ana
bilesenlerini; tzerinde tartisilan ifade olan iddia (claim),
iddiayr destekleyen veriler (data) ve veriyi desteleyen
gerekgeler (warrant) olusturmaktadir (Conner, 2008).
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Resim 2. Toulmin’in argimantasyon semasi
(1958/2003)

Argimantasyon semasinin yardimci bilesenlerini ise
iddianin kesinlik derecesini ifade eden niteleyiciler
(qualiefier), genellikle Usti kapali olan ve gerekgeyi
desteklemek icin kullanilan destekleyiciler (backing) ve
olusturulan argiimanin gecerli olmayacagl durumlari
belirten curitlcller (rebutal) olusturmaktadir (Conner,
2008). Krummbheuer, bir argliimanin ozindn,
argiimantasyon sirecine katilanlar tarafindan etkilesimli
olarak olusturuldugunu ve destek bileseninin genellikle
Usti kapali oldugunu ve dolayisiyla bir goézlemci
tarafindan erisilebilir olmadigini belirterek 6grencilerin
argimanlarini incelemek i¢in semanin ana bilesenlerinin
yeterli oldugunu belirtmektedir (Conner, 2008). Diger
yandan Inglis vd., (2007) vyardimci bilesenlerin
matematiksel arglimantasyon igin dnemli oldugunu ve bu
nedenle ortaklasa argimantasyon analizlerine dahil
edilmesi gerektigini savunmaktadir.

Krummheuer, Toulmin'in  modelini matematik
siniflarinda  ortaklasa arglimantasyona uyarlamasi,
ogrencilerin 6grenmesini incelemek ve 6gretmenin ana
hedeflerinden biri olan tartismayi desteklemek oldugu
siniflarda  6gretmenin  rollerini  ve  etkinliklerini
tanimlamak igin basariyla kullanilmaktadir (Conner,
2008). Elbette bir argiimanin yapisi, bu bilesenlerle ifade
edilenden daha karmasik olabilmektedir. Bu durumda alt
argliman kavrami ortaya ¢ikmis ve Toulmin arglimanlarin,
alt argimanlara dayandigini belirtmistir. Ancak bununla
ilgili ayrintili bilgi vermemistir (Conner vd., 2014a). Coklu
alt argimanlardan olusan bir arglimantasyon semasi,
Sekil 1'de yer alan bir dizi semayi bir araya getirerek ve
bunlari bir zincir gibi baglayarak elde edilir (Tekin-Dede,
2019). Bu sekilde bir semada 6rnegin birinci alt
argimandaki iddialar ikinci alt argiimanda veri
konumunda olacaktir. Buradan hareketle bu arastirmada
matematik 6gretmeni adaylarinin ortaklasa
argimantasyon sirecini agiklamak icin TAS bilesenleri
kullaniimigtir.

Yontem

Arastirmanin Modeli

Bu arastirma nitel arastirma yontemlerinden durum
calismasi Gzerine temellendirilmistir. Durum c¢alismasi bir
olay veya olgunun derinlemesine incelenmesi ve

betimlenmesi olarak tanimlanmaktadir (Merriam, 2018).
Bu arastirmada veriler dort ilkogretim matematik
O0gretmen adayindan olusan tek grup tarafindan bir
ispatin ¢6zimini iceren bir durumdan toplanmistir. Tek
grupla galisilmasinin nedeni 6gretmen adaylarinin ispati
¢ozerken olusturdugu argiimanlarni ve ispat semalarinin
derinlemesine incelemesidir. Dolayisiyla bu galismanin
deseni tek gruplu durum g¢alismasi olarak belirlenmistir.

Calisma Grubu

Bu arastirma, bir grup 3. sinif matematik 6gretmeni
adayinin ortaklasa arglimantasyon siirecinde bir ispatin
¢6ziminde olusturdugu argiimanlarin ve ispat
semalarinin incelenmesini icermektedir. Calisma grubu
amagh o6rnekleme yéntemlerinden o6lgit 6rnekleme ile
belirlenmistir. Ogretmen adaylarina analiz alanindaki
temel bir ispat sorulacak olmasi nedeniyle katilimcilarin
analiz |, analiz Il ve analiz lll derslerini almis olmalari
gerekmektedir. Dolayisiyla ¢alisma grubu dg¢ yil boyunca
fakilte tarafindan okutulan dersler baglaminda ispat
konusunda bilgi birikime sahip olmalari sebebiyle 3. sinif
olarak belirlenmistir. Bunun yani sira 6grencileri taniyan
ve iletisim halinde olan bir 6gretim Uyesinden fikir
alinarak kendini ifade edebilen, birbirleri ve grup
normlari hakkinda bilgi sahibi olan, grup tartismalarina
aktif olarak katilma ve en iyi sonucu elde etmek igin
birbirlerinin  iddialarini  destekleme veya c¢lritme
yetenegine sahip olduklari disiinilen dort 6gretmen
adayl secilmistir. Bu baglamda arastirmanin ¢alisma
grubunu gondllilik ve belirlenen olgltler esas alinarak
secgilen dort matematik 6gretmeni adayi olusturmaktadir.

Ogretmen adaylarina argiimantasyon hakkinda &zel
bir egitim verilmemistir. Benzer sekilde fakilte tarafindan
okutulan dersler baglaminda da bu konuda egitim
almamiglardir. Fakat daha ©nce aldiklari bazi dersler
kapsaminda grup c¢alismasi yapmis olup bdylece birlikte
¢alismak, karar almak, grup Uyelerinin fikirlerine saygi
duymak, uygun fikirleri belirleyerek gereksiz olanlari
elemek gibi grup calismasi icin gerekli olan deneyimlere
sahiplerdir. Ayrica l¢ yildir ayni sinifi paylasmalari
sebebiyle birbirleri hakkinda da yeterli bilgiye sahiptirler.
Dolayisiyla grup calismasi ve birbirleri hakkindaki bilgi ve
deneyimleri sayesinde, Ogretmen adaylarinin  bu
deneyimleri séylemlerine yansittiklari disliniilmektedir.

Veri Toplama Araglari
Bu arastirmanin verileri bir teoremin ¢6zlim sirecini
iceren video kayitlari, arastirmaci notlari ve 6gretmen
adaylarinin galisma kagitlari ile toplanmistir. Ortaklasa
arglimantasyon slrecinde amag ogrencilerin
gerceklestirdigi ispata yonelik argimanlarini ve ispat
semalarini ortaya ¢ikarmak oldugundan bu arastirma igin
tek bir teorem vyeterli gorilmistir. Bu arastirmada
tirevin geometrik yorumunu iceren “y=f(x) egrisi
Gzerindeki A(x,, ¥o) noktasindan gizilen tegetin
egimi o noktadaki tiirevine esittir” teoremi ispatlanmak
Uzere katilmcilara yoneltilmistir. Bingolbali (2015)
o6grencilerin tlrevin geometrik yorumunu kendilerine
gore yorumladiklarini ve neticede yanlis
105
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kavramsallastirdiklarini  belirtmektedir. Bu  bilgiden
hareketle 6grencilerin bu teoremi ispatlamak igin farkli
ispat semalarini ortaya koyan tepkiler gosterecekleri ve
argimantasyona dayali bir ortam olusturacagi on
gorulmustir. Ayrica 6grencilerin  blylk ihtimalle
karsilastigi bir teorem olmasi, hem matematiksel hem de
geometrik bilgilerini kullanmay! gerektirmesi nedeniyle
bu teorem secilmistir.

Dikdortgen bir masanin uzun kenarlarina 6gretmen
adaylari, kisa kenarlarina ise arastirmacilar karsilikh
olacak sekilde oturmustur. Ardindan teorem G6gretmen
adaylarina sunulmusg ve siire siniri olmaksizin tartigmalari
istenmistir. Ogretmen adaylarinin galismalarini
kaydetmek icin masanin iki ucuna iki adet video kamera
yerlestirilmistir. Boylece veri kaybinin 6niline gegilmesi
amaglanmistir. Kaydin basinda 0Ogretmen adaylarina
calisma hakkinda gerekli bilgi verilerek, teorem sunulmus
ve ¢Ozim silreci baslatilmistir. Arastirmacilar sireg
boyunca katilimcilar ile birlikte olmus ve onlarin jest,
mimik, eylem, hareket, ¢6zim kagidi (zerindeki
galismalari  kaydetmek adina  kamera  konumu
belirlemislerdir. Bunun yaninda arastirmacilar 6gretmen
adaylarinin dusincelerini agiga ¢ikarmak, anlasiimayan
kisimlari  netlestirmek ve tikandiklari yerde onlari
aktiflestirmek amaciyla sorular sorsa da onlarla minimum
etkilesim kurulmustur. Veri kaybini mimkiin oldugunca
en aza indirgemek icin kayit esnasinda arastirmacilar
notlar almigtir. Bu notlarda argimantasyon sirecini
aktiflestiren anlar ve video kamera ile kaydedilemeyecek
ancak sozsiiz iletisimin bir pargasi olan, bireylerin o anki
durumu hakkinda énemli bilgiler sunan jest, mimik vb.
not alinmistir. Toplamda 40 dakika sonunda 6gretmen
adaylari ispati tamamlamislar ve ortak karara ulasarak
ispati tamamladiklarini belirtmislerdir.

Veri Analizi

Bu arastirmada matematik 6gretmeni adaylarinin
ortaklasa olarak bir teoremin ¢6zim sireci icerisindeki
hem argimanlarinin  hem de ispat semalarinin
incelenmesi amaclandigindan veri analizi iki asamada
gerceklestirilmistir. Veri analizinin birincil noktasini TAS
(1958/2003) temel alinarak Krummheuer (1995) ve
Conner (2008) perspektifleri olusturmaktadir. Bu
baglamda Conner vd.'nin (2014a) belirttigi gibi ilk olarak
video kaydi bastan sona izlenerek argiimantasyon anlari
belirlenmistir. Bu anlar arastirmacinin uygulama sirasinda
tuttugu notlar ile karsilastirilarak teyit edilmistir. Nitel
arastirmalarda veri toplama ve analizi es zamanl olarak
gerceklestirilmektedir  (Merriam, 2018). Dolayisiyla
arastirmada veriler toplanirken analiz gercgeklestiriimeye
baslanmistir. Katilimcilara takma isim verilerek soz
konusu arglimantasyon anlari transkript edilmistir.
Toplamda 10 sayfa transkript metni olusturulduktan
sonra Cizelge 1’'de vyer alan Tekin-Dede (2019)
calismasinda belirttigi TAS'daki her bir bilesenin varhgini
gosteren gostergelere dair ifadeler aranarak analize
baslanmistir. Bu gostergelere ek olarak katilimci
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ifadelerinden ortaya c¢ikan durumlar incelenmis ancak
farkh bir gostergeye rastlanmamistir.

Transkript metninin analizine baslarken katiimcilarin
ifadeleri alt argiman bolimlerine ayrilmistir. Burada alt
argimandan kasit bir arglimanin bir iddiadan digerine
insa edilmesiyle bir iddianin 6n hazirh§ oldugu
durumlarda ortaya g¢ikan ek argtimanlardir (Conner vd.,
2014a). Bu sekilde oncelikle her bir alt argiimanin
iddialari belirlenmis, daha sonra bu iddialarin baska bir
alt argimanda herhangi bir TAS bileseni olarak kullanilip
kullanilmadig1 arastirmacilar tarafindan tespit edilmistir.
Toplam doért alt argliman semasi olusturulmus ve bu alt
arglimanlar, arglimantasyon siirecinin butlin olarak
gosterimi igin birlestirilmistir. Arglimantasyon semalari
O0gretmen adaylarinin ortaklasa arglimantasyon siregleri
Conner’in ~ (2008) analiz  gergevesi  kullanilarak
olusturulmustur. Bu sayede arastirmaci ve Ogretmen
adaylarn tarafindan katkida bulunulan bélimler ayri ayri
renklendirilmis ve daha anlasilir olmasi saglanmistir.
Argiimantasyon semalarinda 6gretmen adaylarinin
soylemleri mavi ve arastirmaci séylemleri kirmizi renk ile
cergevelenmis kutularla gésterilmistir. Kutularin rengi soz
konusu bileseni kimin ifade ettigini gostermektedir.
Knipping ve Reid (2014) sireci bitlncil olarak temsil
etmek amaciyla guruticilerin ve g¢lritilen argimanlarin
dahil edilmesinin 6nemli oldugunu belirtmektedir.
Dolayisiyla 6gretmen adaylarinin arglimanlari analiz
edilirken ispatin dogruluguna bakilmaksizin
arglimantasyon sireglerine odaklaniimis ve TAS'In tim
bilesenleri ele alinarak analiz gergeklestirilmistir. Veriler
analiz edildikten sonra arglimantasyon c¢alismalari yapan
bir uzmana argliimantasyon semalari gosterilmis ve
transkript metinlerle birlikte olusturulan semalar gézden
gegirilerek analizin dogrulugu teyit edilmistir.

ilk analiz tamamlandiktan sonra transkript metni ve
¢6zlim kagidi tekrar incelenerek katihmcilarin ispat
semalari belirlenmek Ulzere analize tabi tutulmustur.
Ogretmen adaylarinin ispat yapma siirecinde sahip
olduklari semalari Cizelge 2’deki Aydogdu-iskenderoglu
(2016) tarafindan  Lee’den  (1999) uyarlanarak
siniflandirilan gostergeler kullanilarak analize
baslanmigtir. Harel ve Sowder (1998) ispat semalari
aracihigiyla ispatin  dogrulugu vya da yanlslgiyla
ilgilenmeksizin Ogrencilerin ne dislindiklerine
odaklanilmasi gerektigine vurgu yapmaktadir. Benzer
sekilde ©6gretmen adaylarinin argiimantasyon siirecleri
incelenirken de ayni yaklasim benimsenmistir. Dolayisiyla
ispatin dogrulugu gibi nitelikler bu arastirmanin amaci
disinda kaldigi igin ¢6ziimdeki yaklagimlarin matematiksel
olarak dogru ya da yeterli olup olmadigi tartisiimamistir.
Ogretmen adaylarinin ispat semalari belirlendikten sonra
bu konuda calismalar gerceklestiren bir uzman analiz
slrecini degerlendirmistir. Uzman gorisl dogrultusunda
o6gretmen adaylarinin siire¢ icerisinde kullandigl ispat
semalarina iliskin fikir ayrihgr yasanmamis olup, birtakim
bicimsel diizeltmeler yapilmistir.
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Cizelge 1. TAS Bilesenleri Gostergeleri (Tekin-Dede, 2019)

TAS Bilegenleri Gostergeleri
Belirli bir soruya verilen cevap
iddia Bir tartismanin baslangi¢ noktasi

Bir tartismanin varis noktasi
iddiayi destekleyen durumlar
Veri iddianin temelleri
iddiaya yonelik kanit
Veri ve iddia arasindaki baglanti
Gergek hayattan ya da alandan gerekgeler

Gerekge .
Kural, tanim veya analoji
Daha gercekgi bir sonuca ulagsma istegi

B Gerekger?lr? neden gegerli oldugunu gosteren sebep
Gerekge igin ek kanit

. .. iddianin kesinligi, giiven derecesi

Niteleyici . e .
Genellikle, yaklasik, neredeyse gibi tipik niteleyiciler

Curatucu Gerekgenin gegerli olmadigl durumlar

Cizelge 2. ispat Semalarinin Gostergeleri (Aydogdu-iskenderoglu, 2016)

ispat Semalari Gostergeleri
Teoremleri ezberlemek
- Otoriter ispat Semasi Formdilleri, kurallari uygulamak
© = R s .
2 5 Ispati 6gretmene, arkadasa, kitaba, ebeveyne vb. dayandirmak
T g Aliskanlk Edinilmis Ispat ~ Tanidik ispat streglerini kullanmak
g s Semasi Diger ispat slireglerine benzer siiregleri kullanmak

Matematiksel durumlari sembolleri kullanarak yazmak

lik | )
LSRR lyi bilinen sembolik algoritmalari kullanmak

< - Ornek-Temelli ispat Ornekler gostererek digerlerini ikna etmek

;>’ ‘g = Semasi Bir ispati 6rnekler gostererek olusturmak

SR loisal | Akranlarini gizimlerle ikna etmek

e o Algisal Ispat emas| Bir veya daha fazla gizime odaklanarak sonuglar gikarmak

- = Déniistiriilebilen ispat Temel konuyu belirlemek

% ‘g TE Semasi Akil yuritmeyle digerlerini ikna etmek

c .0 . . Aksiyomatik bir sistem gelistirmek

= & ASEIELS ML TR Bir teoremi aksiyomatik sistemi kullanarak ispatlamak

Cizelge 2’'deki gostergelere gore 6gretmen adaylarinin Argiimantasyon Siireci ve Ispat Semalarina

ispat semalarina yonelik yapilan analiz sonucunda, jliskin Bulgular
¢aligmanin bulgularini ortaya koyan ispat semalar alt Ortaklasa  arglimantasyon  siireci ilk  olarak

arglimanlari desteklemek icin icerik analizi yapilmistir. ki arastirmacinin, ispatlamasi beklenen teoremin yazili
analiz yapilirken ve bulgular sunulurken, oncelikli amag oldugu kagidi  Sgretmen adaylarina  vermesiyle
ogretmen adaylarinin bireysel eylemlerinden ziyade  paglamistir. Ogretmen adaylarindan teoremi sesli olarak
grubun bir bitin olarak disiince sirecini yansitmak  okumalari istenmis ve teoremin herkes tarafindan
olmustur. Dolayisiyla, katiimcilarin ifadeleri takma  aplagildigindan emin olunmustur. Teorem anlasildiktan
adlariyla  yer alsa da arastirmada katiimcilarin = sonra ggretmen adaylari kagit iizerine koordinat diizlemi

eylemlerinin birbirleriyle karsilastirilmasi  cizmeye karar vermisler ve bu diizlem iizerinde bir egri
amaglanmamaktadir. (parabol) cizmislerdir. Bu egriye f(x) adi vermisler ve

lizerinde bir A noktasi belirtmislerdir. Bu noktadan teget
Bulgular cizmisler ve tegetin x eksenini kestigi aclyl o olarak

gostermiglerdir. A noktasinin eksenleri kestigi noktayi

Arastirmanin  bu boliumiinde tiirevin geometrik  (xy,V,) ve o noktadan gecen teget lizerinde bir noktayi

yorumunu ispatlarken katilimcilar arasindaki tartismalari  (x;,y;) olarak belirlemislerdir. Sonrasinda teget

iceren ortaklasa arglimantasyon sireci ve kullanilan ispat  dogrusunu d olarak adlandirarak tegetin egiminin m; =

semalari  aciklanmaktadir. ik olarak  ortaklasa 22=% oldugunu géstermislerdir. Ogretmen adaylarinin
argiimantasyon siireci ele alinarak 6gretmen adaylarinin o=

. . R yaptigl ¢izim Resim 3’te yer almaktadir. Bu egimin o
olusturduklari ortaklasa argimantasyon stiregleri ve ispat . . o .. .
A o . noktadan gecen tlireve esit oldugunu gostermeleri

semalari acgiklanacak ve son olarak tiim sirecin genel bir

lacakt gerektigini belirterek tartismaya baslamislardir. ilk olarak
semasl! sunulacaktir.
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Seyma teoremi o6nceki derslerden hatirladigini belirtmis
fakat nasil oldugunu hatirlamadigini séylemistir.

Seyma: Ben bu soruyu hatirliyorum ya.

Arastirmaci: Nereden hatirliyorsun?

Seyma: Bir hocamiz hangi hocamiz hatirlamiyorum

direkt béyle verdi bu soruyu. Biz yine kanitlamaya

calismistik ama bulamamistik.

Nisa: Evet. Odev mi vermisti aa evet grup &devi

vermisti.

Seyma ve Nisa’nin bu soylemini diger iki 6gretmen
adayl da bas hareketleriyle onaylamis ancak onlar da
ispatt  hatirlamadiklarini  belirtmiglerdir.  Ogretmen
adaylar ilk olarak teoremi ispatlamak i¢in daha once
O0gretmenlerinden  6grendikleri  sekilde hatirlamaya
calismislar ancak hatirlayamamiglardir. Diger bir deyisle
ogrenciler ispati gegcmiste 6gretmenlerinin yaptigi sekilde
kanitlamaya yonelmisler ancak basaramamislardir. Bu
durum 06gretmen adaylarinin basta dissal semalardan

Seyma’nin  f(x) olarak adlandirdiklari egriyi parabol
olarak ele almalari gerektigi iddiasi olmustur. Selin
egrinin ikinci dereceden oldugu belirtilmedigi icin o
sekilde ispat edilemeyecegini belirterek Seyma’nin
iddiasini gUrutmustir. S6z konusu curitilen iddiaya
iliskin TAS Resim 4’te verilmistir.

Gamze: Ne yapalim? Simdi egimi bulduk tamam.

Bunun tiireve esit oldugunu nasil gésterebiliriz?

Arastirmaci: [Birkag saniye sessizlik olur].

Seyma: [f(x) olarak adlandirdiklari egriyi géstererek]

ax? + bx + c yazalim mi?

Gamze: Yazallm

Nisa: Onun [f(x) = ax? + bx + ¢ gésterir] tiireviyle

edimi nasil esit olacak?

Selin:  Bir sey séyleyecegim ama bunun ikinci

dereceden oldugu fikrini biz verdik. Egrinin ikinci

dereceden oldugunu séylemiyor bize. Genel olarak bir

sey yapamayiz, genel bir ispata girmez.

otoriter ispat semasini kullanma egiliminde olduklarini Nisa: Dogru
gostermektedir. Bunun Uzerine sirecgteki ilk iddia
4 v“\b”‘“ o
» =FAS 7é§7§a*b .
oo = I9-20 a7 (d)
g { )(é.ayii "

2
jo: DIO‘ LI"‘C
*j? ._’)._ox_-tlo

Nt N ol ~

\ — —

Resim 3. Ogretmen adaylarinin sorunun ¢éziimiine yénelik gizimi

VERI
y = f(x) egrisi

tzerindeki A(Xo,¥o) noktasindan
cizilen tegetin egimi o noktadaki
turevine esittir.

CURUTUCD i

Egri ikinci dereceden bir :
fonksiyon olarak distinilirse :
genel bir ispat olmaz. 1

1

1

Resim 4. Ortaklasa arglimantasyon siirecinin guritilen ilk iddiasina iliskin TAS

Bu esnada Gamze “simdilik ikinci derece olarak
dislinelim” diye o©neri sunmus ve bu oOneri Uzerine
tartismaya baslamiglardir. fx)=ax®*+bx+c
paraboliini ele alarak turevinin f'(x) = 2ax+ b ve
egiminin esit oldugunu gostermek istemislerdir. Bunun
Uzerine x; =0 olarak ele alma, tegetin egimini
hesaplamak icin Uggenlerden yararlanma ve y,’I yok
ederek denklemde vyerine koyma gibi farkhi Oneriler
sunmugslar ancak bu oneriler Gzerine tartisma devam
etmedigi icin arglimantasyon siirecine dahil edilmemistir.
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Burada 6gretmen adaylari her ne kadar genel bir ispat
olmayacagini bilseler de ispati bir érnek yani parabol
lizerinden yapmaya calismislardir. Diger bir deyisle bir
ornek Uzerinden genel bir durumun dogrulugunu
gostermek icin  ugrasmislardir.  Bu durum onlarin
deneysel semalardan oOrnek-temelli ispat semasini
kullanarak ispat yapma girisiminde bulunduklarini
gostermektedir. Bu esnada Selin egriyi parabol olarak
sinirlamak yerine daha genel bir ispat yapabilmek icin
tlrevin limit tanimindan yola ¢itkmayi dnermistir.
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Selin: Tiirevin tanimindaki formiilden gitsek? Egimde
de var ya mesela y’leri ve x’leri birbirinden g¢ikartip
béliyorsun egimi veriyor. Tiirevin tanimindaki ilk
limitle alakali formiilde de aynisi var.

Arastirmaci: [Ogrenciler hep birlikte onaylarlar].

Nisa: x;’e mi yaklasacagiz o zaman nereye
yaklasacagiz?

Selin: x orada 0’a gitmiyor muydu?

Seyma: x, burada x,’e yaklasirken yazabilirsin
burada. 0’a yaklasamam ki 0’a gitmiyor orjinde dedgil.
Limit x,, x,’e yaklasirken bunu buraya [kalemini
grafik lzerinde x,’dan x;’e dodgru kaydirir]
yazabilirim.

Selin: Evet, aynen aynen

Nisa: Biz héld ama ikinci dereceden edri diisiiniiyoruz
suan.

Selin: Tamam ama Seyma’nin dedigi gibi olunca ikinci
dereceden olmasa da olur zaten bu ikisi arasindaki
farki bulacaksin ya.

Arastirmaci: [Ogrenciler tiirevin limit tanimini yazarlar
f(xo)—f(x1)]

Xo—X1

lim
Xg—Xq
Gamze: Bu [tiirevin limit tanimini géstererek] bunu
[formiile ettikleri edim ifadesini gdstererek] verdi
zaten suan.

Selin: Onu verdi bitti iste.

Arastirmaci: [Odrenciler giiliisiirler].

Yo—Y1

Xo—X1

Arastirmaci: [Gamze, lim 2222
Xo—x1 X0~X1
Yo—Y1

yazar ve

ifadesini géstererek my; = lim
Xo—Xx1 X0~X1

Burada  O6gretmen adaylari  ispati  6rneklere
dayandirmaktan ziyade akil yUrGtmeler araciligiyla daha
genel durumlari iceren matematiksel ifadeleri kullanarak
digerlerini ikna etmeye calismistir. Bu durum onlarin

yazar].

deneysel semalardan, analitik semalardan olan
donustirilebilen ispat semalarina gecis yaptiklarini
gostermektedir. Olusturulan Q7N 20

Xo—X1 Xo—Xx1 X0~X1

matematiksel model, ortaklasa arglimantasyon siirecinin
ana iddiasini olusturmaktadir. Ogretmen adaylari bundan
sonraki kisimlarda bu ana iddia Uzerinden tartismaya
devam etmektedirler. Ancak bu modelde egri Uzerinde
yer alan A(xg,Y,) noktasina yaklasmalari gerekirken
onlar teget uzerinde belirledikleri (x;,y;) noktasina
yaklagsmiglardir. Arastirmaci o esnada “Siz neden x,’dan
x,’e gidiyorsunuz? Sizin noktaniz A(Xq,y,) nhoktasl o
halde x;’den x,’a gitmeniz gerekmez mi?” ifadesiyle
olusturulan iddiaya yonelik ¢lritlici sunarak yeni bir
tartisma baslamistir. S6z konusu iddiaya iliskin TAS Resim
5’te verilmistir.

Arastirmaci: Siz neden x,’dan x,’e gidiyorsunuz? Sizin

noktaniz A(xqy,Y,) noktasi o halde x,’den x,’a

gitmeniz gerekmez mi?

Gamze: Hmm o zaman yerlerini mi degistirmemiz

gerekir?

Seyma ve Selin: Anlamadim.

Gamze: A noktasina yaklasiyoruz suanda buraya

gelmemiz A’ya gelmemiz lazim suan da.

[Gamze denklemi x;’den x,’a olacak sekilde diizenler]

Seyma: Ben hdld neden dyle yaptigimizi anlamadim.
Gamze: A noktasinin egdimini bulmak senin hedefin
yani A’ya yaklasmak.

Seyma: Ama tiirev alirken her zaman buradan buraya
aldik [x,’dan x;’e g0steriyor]. Yani lise boyunca
buradan buraya aldik ben niye suan buradan buraya
aldigimizi anlayamadim.

Gamze: Ben A hedef oldugu igin éyle mantikl gibi
geldi bilmiyorum.

Seyma: Ben bunun béyle oldugunu kabul etmiyorum.
Ben bunun yanlis oldugunu distiniiyorum. x,’dan x,e
yaklastyorum egime dogru bak béyle gidiyorum yani.
Nisa: Biz ikinci disiindiigiimiizde noktaya yaklasmak
olarak diisiindiik ama egime mi yaklasiyoruz?

Seyma: Egime gidiyorum ya ben. Bu noktadan [x,’i
gdsterir] gidiyorum iste. Ben niye burdan ters alayim
hala mantigima oturmadi yani.

Gamze: Birazcik agiklarsan ben sana ikna olabilirim
gibi.

Arastirmaci: [Ogrenciler giiliisiirler].

Seyma: Ciinki kanka noktam bu [x,"1 gdsterir].
Noktadan egime gidiyorum bak amacim noktaya
gitmek dedgil ki zaten noktadan edime gidiyorum ben
noktadan edime yazmistim suan neyi yazdigimizi
bilmiyorum ben.
Selin: Ben ikna oldum Seyma’ya.
Nisa: Biz sanki sey gibi diisiin Gamze mesela orjinden
su noktaya [x,’1 gOsterir] gittigini diisiin buradan
buraya gideriz [orjinden x,’I gésterir] ama biz noktayi
aramiyoruz ki biz egimi ariyoruz o yiizden noktadan
cizilen dogrunun edimi oldugu icin buradan buraya
[x,’dan x;’e gdsterir] gidiyoruz.
Arastirmaci:  [Ogrenciler  baslarini
sallar].
Seyma: Hocam bizi yaniltiyorsunuz.
Arastirmaci: [Odrenciler giiliisiirler].
Arastirmacinin Resim 5’te yer alan iddiayi ¢lritmek
icin sundugu ifadeyi Ogretmen adaylari ortak karara
vararak clritlrler. S6z konusu curitilen cglriticlye
iliskin TAS Resim 6’da verilmistir. Seyma’nin tirev alirken
amaglarinin egri lizerinde bir noktaya yaklasmak degil
egime yaklagsmak oldugu ifadesi artik Resim 5’te yer alan

lim 27 iddiasinin da gerekcesi olmustur. Ayrica
Xo—x1 X0™X1

Resim 5’te yer alan veri ana iddianin gerekgesi haline
gelmistir. Burada Seyma Onceden 06grendigi tanidik
yapilari kullanarak  arkadaslarini ikna  etmeye
calismaktadir. Diger bir deyisle 6grenci fikrini savunurken
daha o©nceden 6grendigi ve sorunun ¢6ziminde
kullandigi  ¢6zim yoluna dayandirmistir.  Nitekim
arkadaslarini ikna etmeyi basarmistir. Bu durum onlarin
dissal semalardan aliskanlk edinilmis ispat semasini

onaylarcasina

kullandigini  gostermektedir. Gamze daha demin
dizelttigi denklemi tekrardan eski héline
dontstirmstir.

Arastirmaci, 6gretmen adaylarindan yaptiklari ispati
tekrardan agiklamalarini istemis ve Gamze “Biz
baslangicta grafigimizi c¢izdikten sonra normalde
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Yo—Y1
X0—X1

egimimizi bulmustuk. Egimi olarak duslindik.

Ardindan tiirevin tanimindan gelen limite gore dedik ki

noktadan egime yaklasiriz diye karar verdik. Bu karara
f(x0)—f(x1)

gore de lim
Xo—X1

Xo—X1
grafik Uzerindeki y,'imiza denk geliyordu herhangi bir

parabol ya da bir egri Gzerinde. Bu da bizi lim Yoo
x0—>x1X0—X1

gbturdugl icin bastaki egim formilimize denk ¢ikmis
oldu bu sekilde ispat tamamlanmis oldu” seklinde ifade
eder. Burada oOgretmen adaylarinin disincesinde
yanhsliklar olmasinin yani sira ispat yeterli degildir. Clink
onlardan zaten bu esitligin nasil saglandigini gdstermeleri
beklenmektedir. Bunun Uzerine aragtirmaci
olusturduklari iddiay! gerekgelendirmelerine yoénelik bir
tartisma baslatir. S6z konusu gerekge sunulan iddiaya
iliskin TAS Resim 7’de verilmistir.

Arastirmaci: Egimin tiireve denk olduguna nasil karar

verdiniz? Bu [ lim 2221
Xo—x1 X0~X1

sonugta, bu limit alndiginda egime esit oldugunu
nereden biliyoruz?

Arastirmaci: [Sessizlik olur].

Gamze: Aslindan buradan buraya [x,’dan x,’e kalemi
kaydirir] kayarken ki dogru lzerinde oldugumuz igin
buradaki edimlerin hepsi denk olacagindan dolayi
Xo’dan x,’e giderken ki egimler hep ayni kalr. Yani
buradaki tanjantta buldugumuz deger buradaki [tedet
lizerinde kalemi kaydirir] segebilecegimiz  biitiin
noktalar igin de ayni ¢ikmis olucak. O yiizden denk
oldugunu séyleyebiliriz. Bir daha agiklayayim mi?

geldi. Buradaki f(x,) zaten

goésterir] limit durumunda

ispati tamamlamak igin tiirevin limit

Gamze olusturduklar iddianin dogrulugunu akil
ylriatmeler araciligiyla gerekge sunmaya calismistir. Diger
bir deyisle onceki bilgilerini dontstirerek séz konusu
iddianin dogrulugunu goéstermeye calismistir. Dolayisiyla
analitik semalardan donustiirtlebilen ispat semasinin
kullandigi  séylenebilir. Ancak Gamze’nin  sundugu
gerekce Seyma’yi ikna etmeye yetmemis ve Gamze tekrar
aciklama yapma geregi duymustur.

Gamze: Ya ¢lnki dogru lizerindeyim zaten ben

herhangi bir noktaya gidersem gideyim x’e paralel

cektigimde egdimim hicbir sekilde degismez. Egimim
degismeyecegine gére buradaki dederim hep esit
¢tkmak zorunda.

Seyma: Tamam ama sen zaten diyorsun ki bunun

buna [2=2 = lim 272 gésterir] esit  oldugunu
Xo—X1 Xp—X1 X0~X1

varsayarak bunu séyledin.

Gamze: Hayir varsayarak degil ben diyorum ki dogru
lizerindeysen dogrunun egimi degisebilir mi?

Seyma: Degismez.

Gamze: Ee o zaman tedetin egimi degismeyecegine
gdre buradaki tiirev egime esit ¢ikar.

Seyma: Ben de sana derim ki tiirevin edime esit
oldugunu nereden biliyorsun. Bu formiiliin [tiirevin
limit tanimini  gésterir] egim oldugunu nereden
biliyorsun?

Gamze: Iste derim ki bu aradaki fark % hangi

noktalari belirlersen belirle hangi sayilari segersen se¢
fark degisse de sadelestirildiginde siirekli bunu
vermek zorunda [tiirevin limit tanimini gésterir] bence
diyorum.

tanimindan gidilmesi gerekir.

¢URUTUCU
Tirevin limit tanimindan
hareketle egri tizerinde yer alan
A(x,, Yo) noktasina
yaklasiimasi gerekir.

Resim 5. Ortaklasa arglimantasyon siirecinin ikinci iddiasina iliskin TAS
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A(xp, yo) noktasina
yaklagilmasi gerekir.

CURUTUCU/VERI
Tirevin limit tanimindan
1 hareketle egri Uzerinde yer alan

CURUTUCU/GEREKGE
Tirevin amaci egri Gzerinde bir
noktaya yaklasmak degil egime

yaklagmaktir.

GEREKCE

Teget dogrusu zerindeki tim

olacagindan limit x,'dan x;’e

1 1
1 1
1 1
1 1
1 noktalarin egimlerinin hepsi denk :
| i
1 1

1

giderken egimler hep ayni kalir.

VERI
y = f(x) egrisi
tzerindeki A(xy,y,) noktasindan

gizilen tegetin egimi o noktadaki
tiirevine esittir.

Resim 7. Ortaklasa arglimantasyon siirecinin ana iddiasina iliskin TAS

Yo—Y1 __

Yo—¥
Seyma, m ==L
Xo—X1

Xo—x1 X0~X1

saglanmasi igin limitin ortadan kaldirilmasi gerektigini
savunmus ve Gamze'nin sundugu gerekceye ikna
olmamistir. Bunun Uzerine olusturulan modele dayali
olarak tartisamaya devam etmislerdir. Bu esnada Nisa
limit ortadan kaldirilamiyorsa esitligin diger tarafina limit
ekleyelim seklinde yeni bir iddia ortaya atmistir. Ancak
kisa zamanda bu iddiada c¢lritilmustir. S6z konusu
clratilen iddiaya yonelik TAS Resim 8’de yer almaktadir.

Seyma: Limiti kaldirmam lazim ortadan.

Nisa: Ya da buna [m, = zo_z L gésterir] limit yapamaz
0~4A1

matematiksel modelinin

miyiz?

Seyma: Ama onu dodgrunun egiminden bulduk ya

Nisa: iste bunun [tedet dodrusu gésterir] limitini alsak

mesela ama niye limitini aliyoruz o zaman da.

Arastirmaci: [Seyma basini onaylarcasina sallar].
Ogretmen adaylari tirevin limit tanimindaki limiti
kaldiramayinca esitligin diger tarafindaki egim ifadesine
limit ekleme iddiasini ortaya atmislardir. Ancak bu iddia

—z"_zl ifadesi tegetin egiminden bulundugu igin limit
0~41

eklenemeyecegi ifadesi ile clritilmastir. Bu durum

O0gretmen adaylarinin ispati ¢ozerken 6grendigi kaliplar
disina ¢ikamadigini ve dolayisiyla da digssal semalardan
aliskanlik  edinilmis  ispat semasini  kullandigini
gostermektedir. S6z konusu argiiman ¢uratilince
o6gretmen adaylari tekrar tiirevin limit tanimindaki limitin
kaldiriimasi gerektigi fikrine donls yapmislardir. Bu
sirada Selin yeni bir iddia ortaya atmistir. Bu iddiaya
yonelik olusturulan TAS Resim 9’da verilmistir.
Selin: Bir sey séyleyecegim. x,’1 x,’e gétiirdiigiimiizde
burada g belirsizligi ¢ikiyor ya hani x,’1 x,’e gétiirmek
yerine x’i x,’a gétiirsek direkt buna [egime] ulasiriz.
Seyma: Nasil yani anlamadim.
Selin: x bilinmeyenini x bir sey degil burada x’i direkt
Xo’a gétiirsek sonra x, yoazdigimiz her yere x
yazacaksiniz.

Selin: Segecegdim bir noktaya yaklasiyorum. Teget ya
bu en son buraya geliyorsun x’ten herhangi bir x
noktasi sonsuz. Sonra bunu 0’a yaklastiriyorsun, x,’a
esitliyorsun yani. Limitini aldiginda da zaten limit yok
olmus olur yani direkt bu ¢ikar.
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Nisa: Sey gibi mi yani y, farazi herhangi bir noktaydi

ya hani o da mi éyle?

Gamze: Farazi se¢mis oluyorsun dogru evet.

[Selin dedigi sekilde denklemi degistirmeye baslar.]

Seyma: Farazi diyorsun ama x, x,’a giderken diyorsan

f(x) — f(xp) olur. Kurali degistirdin suan.

Selin: Aaa evet!

Seyma: Yaaa tabi ki o olur mu yine bu ayni mantiga

cikacaksin zaten gérsel ispatin bu senin limit tanimin

dedisir o zaman.

Selin x; gibi tek bir noktadan degil de sonsuz
noktadan yaklasilirsa limitin yok olacagi iddiasini ortaya
atmis ancak Seyma bu iddiayl ¢lritmustir. S6z konusu
clrutilen iddia her ne kadar akil yurtutmeler araciligiyla
olugsa da sembollerin yanhg kullanimi sonucunda ortaya
atildigr icin dissal semalardan sembolik ispat semasi
kullanilmistir. Bu esnada Nisa’nin “Seyi merak ediyorum
ama gergekten. Seyma’nin dedigi gibi denk iki taraf mi
¢ikmali yoksa zaten bunu biliyoruz diye yapabiliyor
muyuz?” ifadesi ile birlikte tekrar Resim 8’deki giiritilen
iddiaya donis yapmislardir. Gamze artik arkadaslarini
ikna etmek icin gorsel Uzerinde c¢izimler yapmaya
baslamistir.

Gamze: Iste ben de aslinda su limit kavramini tam
olarak séyle séyledim. x,’dan zaten buraya
yaklasmak hedefin degil mi? Ben hangi sayidan sayiya
yaklasirsam yaklasayim sadece yaklasmak demek bu
yaklasmak yani hangi sayr olursa olsun sonucum
degismeyecek  burada. Sectigim ifade  benim
sonucumu degistirmeyecek.

Seyma: Bak Gamze diyor ki bunu yaklastirmaya

calismiyor mu [x, noktasindan kalemini x,’e dogru

GEREKCE

yaklastirir] degismiyor diyor. Bu buraya yaklasirken a
noktasi da y,’dan y,'e yaklasiyor.

Gamze: Tamam iste yaklasiyor. Surada b noktasi se¢
surada c noktasi se¢ [egri (izerinde farkli iki nokta
gosterir.]

Seyma: Tamam yine x;’e yaklasicak.

Gamze: Tamam o noktay! da dedistirebiliyorsun zaten
burada da l¢gen olusturabilirsin sen [egimi
belirlemeye yénelik bir li¢gen c¢izer]. Burada
olusturdugunun degeri farkli ¢ikacak ya hangi degerle
yaklasirsan yaklas hangi x dedgeri hangi y degeri olursa
olsun kastettigim sey hangisini segersen se¢ yine

aslinda  surasi 222 = lim 2721 gésterir]  ayni
Xo—X1 Xg—x1 X0~X1

kalmis oluyor.

Nisa: E§im degismeyecek degil mi?

Gamze: Evet. Gorsel ispat gibi dedigim sey buydu

ashinda. Hani grafik lizerinde hangi noktay: secersen

se¢ degismiyor demek istedigim bu.

Seyma: Haa anladim.

Ogretmen adaylarinin  yiriittigiic bu tartismada
Gamze nihayet arkadaslarini koordinat diizlemi Gizerinde
birkag¢ gizim yaparak ikna etmeyi basarmistir. Bu durum
basit ¢izimlerin veya sezgilerin temel alarak arkadaslarini
ikna edilmesini saglayan deneysel semalardan algisal
ispat semasinin kullanildigini géstermektedir. Tartisma bu
sekilde sonlanmis ve Gamze’nin son yaptigl agiklamada
herkes hem fikir olmustur. Tartismanin sonunda
arastirmaci ortak bir karara varip varmadiklarini sormus
ve 0gretmen adaylari vardiklarini belirtmistir. En sonda
arastirmaci ispati agiklamak amaciyla tartisma sliresince
ifade edilen arglimanlar 6zetleyerek tiirevin geometrik
yorumunu iceren teoremi agiklamistir.

Teget dogrusu Gzerindeki tim

olacagindan limit xy'dan x, ‘e

]
1 i
' i
i
1 noktalarin egimlerinin hepsi denk :
1 i
1 ]

]

giderken egimler hep ayni kalr.

VERI
y = f(x) egrisi
uzerindeki A(Xg,¥o) noktasindan

cizilen tegetin egimi o noktadaki
tiirevine esittir.

¥ =
i
1 D -_--_-__-_-—_-_-—_"I
1 CURUTUCU/VERI CURUTULEN iDDIA |
: i":t‘ = lim )‘f":i_‘ esitliginin " P 0y
1 0~X1  Xg—X; XoT¥L Egime yani ifadesine limit 11
1 saglanmasi igin limitin ortadan To~1 1 :
: kaldiriimasi gerekir. eklenebilir. :
e e e S ——
i ] |
! GURUTUCD I
: % ifadesi tegetin egiminden :
01
: bulundu limit eklenemez. :
1 I rmmmmmmeccccccmeee e A
e e o i e e o o e ) | Cirdtiilen Alt Arguman_:

Resim 8. Ortaklasa argiimantasyon siirecinin ana iddiasinin glrittctsinin ¢lritilmesine iliskin TAS
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VERI
y = f(x) egrisi

GEREKCE

1
1
x gibi tek bir noktadan degil de :
sonsuz noktadan yaklasilirsa 1
limitin yok olur. :

1

CURUTULEN ipDIA

tizerindeki A(Xp, yo) noktasindan
gizilen tegetin egimi o noktadaki
tlrevine esittir.

X—x xo%g X — X

]
]
i
FO) = fG) _ | fO) = FCa) |
i
]

GURUTUCU
Tirevin limit tanimi degisir o
zaman yine ayni mantiga gikar.

Resim 9. Ortaklasa arglimantasyon sirecinin ligiincl iddiasina iliskin TAS

Argiimantasyon Siireci ve Ispat Semalarina
Genel Bir Bakis

Bulgularin bu alt bélimunde ortaklasa
argimantasyon siirecinin tamaminin TAS'I ve bu sema
Uzerinde kullanilan ispat semalarina yer verilmistir (bkz.
Resim 10). Bu sema arglimantasyon sirecinin
bilesenlerini ve bu bilesenlerin hangi goreve hizmet
ettiklerini gorebilmek ve bu arglimanlar olusturulurken
hangi ispat semalarinin kullanildigini gérebilmek adina
genel bir cerceve olusturmaktadir.

Argliimantasyon sirecinde Resim 10’da gorilecegi
Uzere ilk olarak 6gretmen adaylari 6rnek-temelli ispat
semasini kullanarak, soruda belirtilen f(x) egrisini bir
parabol olarak diisiinmisler ancak kisa zamanda bu iddia
o sekilde bir ispatin genel bir ispata girmeyecegi kanisiyla
clratalmustir. Bunun lzerine 6gretmen adaylari tirevin
limit tanimindan gitmeleri gerektigi gerekgesi ile ana
iddiayr ortaya atmislardir. Bu iddia, sire¢ boyunca
O0gretmen adaylarinin ~ dogrulugunu  gdstermeye
calistiklari ve sonunda fikir birligine vardiklari ifade
oldugu icin ana iddia olarak nitelendirilmistir. Ancak
O6gretmen adaylari tlrevin tanimi geregi egri Gzerindeki
noktaya yaklagsmalari gerekirken onlar o noktadan gegen
teget Uzerinde (x;,y;) noktasini belirlemisler ve bu
noktaya yaklagmislardir. Arastirmacilar biri, 6gretmen
adaylarinin  yanhsini ortaya c¢ikarmak ve tartismayi
tetiklemek igin ikinci alt argimanda yer alan ¢urutiiclyu
ortaya atmistir. Ancak 06gretmen adaylari aliskanhk
edinilmis ispat semalarini kullanarak egri (izerinde bir
noktaya yaklasilmasi gerektigi konusunda fikir birligi
saglamislar ve arastirmacinin ifadesini curltmiuslerdir.
Hemen ardindan ana iddiaya geri doniis yapmislar ve bu
esnada bir 6gretmen adayl ana iddianin dogrulugunun
kabul edilmesi icin aliskanlik edinilmis ispat semasini
kullanarak, tdrevin limit tanimindaki limitin ortadan
kaldirilmasi gerektigi c¢uritlclisini ortaya atmistir.
Buradan hareketle Uglincl alt argiman ortaya ¢ikmistir.
S6z konusu limitin  kaldirilmasi  gerektigi  fikrini
gerekcelendiremeyen 6gretmen adaylari esitligin diger
tarafinda yer alan egim ifadesine limit eklenebilecegine

yonelik bir iddia ortaya atmiglar ancak hemen ardindan
bu iddiayi da c¢lriitmuslerdir. Son olarak 06gretmen
adaylari sembolik ispat semasini kullanarak, ana iddiada
yer alan matematiksel modeldeki gibi teget Gzerindeki
belirledikleri noktaya tek bir noktadan degil sonsuz
noktadan yaklasiimasi gerektigi iddiasini ortaya atmis
ancak dordiinci alt argliman olarak yer alan bu iddia da
fikir birligine varilarak ¢uritilmistir. Bu durumda
O0gretmen adaylar tekrar ana iddiaya odaklanmislardir.
Bir Ogretmen adayinin sezgilerini kullanip koordinat
diizlemi tzerinde gizimler yaparak diger bir deyisle algisal
ispat semasini kullanarak arkadaslarini ikna etmesiyle
fikir birligine ulasilmistir. Ogretmen adaylarinin fikir
birligine vardiklari iddianin yani ispat ¢6ziimlerinin yanlis
olmasi nedeniyle arastirmacilar, 6gretmen adaylarinin
hata yaptig1 kismi belirterek gerekli agiklamalari yapmig
ve s6z konusu teoremin ispatini agiklamistir.

Resim 10 genel olarak degerlendirildiginde,
arglimantasyon siirecinin bir ana argiimandan ve dort
clratalen alt argimandan olustugu goérilmektedir. S6z
konusu doért alt argiimanin Uglnde dissal semalardan
aliskanhk edinilmis ve sembolik ispat semalarinin
kullanildigi birinde ise deneysel semalardan ornek-temelli
ispat semasinin kullanildigi gorilmektedir. Bu anlamda
clrltllen alt argiimanlarda digsal ve deneysel ispat
semalarinin kullaniimasi dikkat cekmektedir.
Arglimantasyon siirecinin ana iddiasina ise hem
mantiksal c¢ikarim ve islemsel diisinme araciligiyla
ulasildigl icin analitik semalardan donustirilebilen ispat
semasinin hem de 6grencilerin basit ¢izimlerini veya
sezgilerini temel alarak ulasildigi igin deneysel
semalardan  algisal ispat  semasinin  kullanildigi
belirlenmistir. Sonug¢ olarak, matematik 06gretmeni
adaylari tirevin geometrik yorumunun ispatini ortaklasa
olarak vyaparken, dissal, deneysel ve analitik ispat
semalarinin timiind kullandigl ancak digsal ve deneysel
ispat semalarini kullanarak olusturduklari argiimanlari
clrattukleri tespit edilmistir.

Resim  10’daki  renklendirmelere
ortaklasa argiimantasyon sirecinde

bakildiginda
aktif  olarak
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O0gretmen adaylarinin yer aldigi ve arastirmacinin
minimum etkilesime gectigi gorilmektedir. Arastirmaci
baslangicta teoremi 06gretmen adaylarina sunduktan
sonra kendi aralarinda tartismalarina olanak tanimistir.
Bir ara tartismanin duraklamasi ile birlikte arastirmaci
tarafindan ikinci alt argimanin iddiasi ortaya atilimis ve
sz konusu iddia ©gretmen adaylari tarafindan
clrutlilmustiir. Daha sonra tartisma 6gretmen adaylari
tarafindan tekrar tetiklenmis ve her ne kadar yanls
¢O6zUmlere yonelseler de arastirmaci onlari etkilememek
icin midahalede bulunmamistir. Siiregte ana iddia ortaya
atildiktan sonra bu iddianin yanligshg iki kez g¢lirttilmeye
galisimis  ancak basarisiz  olunarak ana iddia
gerekgelendirilmis ve tizerinde fikir birligine varilmistir.
Resim 10 ortaklaga arglimantasyon slrecinin
bilesenleri ve islevleri agisindan incelendiginde 6gretmen

adaylarinin  genel anlamda ¢iriticilerden  siklikla
yararlandigi  gorilmektedir. Bunun vyaninda  biri
arastirmaci biri 6gretmen adaylari tarafindan olmak
Gzere ana iddiay! clriitmek icin sunulan ifadeler yine
O0gretmen adaylar tarafindan ortak karara vararak
critilmustir. Ozellikle ciritiicilerin veri ve gerekce
rolinde  oldugu  durumlar dikkat  ¢ekmektedir.
Curitlculerin baska bir gorevi de yalnizca iddiayr degil
bazen de alt arglimanlarin gegerligini yok etmek
olmustur. Ote yandan ogretmen adaylarinin ortaya
attiklari iddialari desteklemek igin gerekgelerini de ifade
ettikleri gorulmektedir. Bunlara ek olarak ortaklasa
arglimantasyon siirecinde 6gretmen adaylarinin yalnizca
bir kez destekleyici kullanildigi ve hig¢ niteleyici ifade
kullanilmadigi gorilmektedir.

Aliskanlik Edinilmis ispat Semasi

Sembolik ispat Semasi

| 3. Clritilen Alt Argiiman
Voo IR L ]

1 ATl f
- GCURUTOCU H
: :“7’:‘ ifadesi tegetin egiminden :

01 H
i i
| ]

lizerindeki A(X,,yo) noktasindan

4. Ciritiilen Alt Argiiman | .bulundu limit eklenemez.
_____________________ '
i T T ] S —
: CURUTULEN IDDIA :
H 1 fo——————————————————=, o ———————————————c—
_ = 1 | L S _ 1
L L S LDy | GUROTUCU/VERI GURUTULEN iDDIA |
= X, - Vo =
H 1 ! - Vo i BN eciiginin — 1
H ] | Fo¥1 xgoxpXo—¥y Egime yani =— ifadesine limit 1
------------------ 1 saglanmasi icin limitin ortadan =L :
o o i kaldiriimasi gerekir. eklenebilir. H
1 1 1 1
| - B e L ST
! R, [ J
1 CURUTUCU R S———
: Titrevin limit tanimi degisir : e s aESES 1 P S
: :— H GEREKCE : H GEREKCE : H DESTEK :
1 1 5 5 Gzeri i t0 ] Srsel i i T
S 1 I =, gibitek bir noktadan degilde I i Teget dugr:lsu uz‘e[mdekl .tum I i ._Gorlssl ispati k?u sekilde. Grafik
1 1 1 noktalarin egimlerinin hepsidenk 1 (zerinde hangi noktayi segersen |
H sonsuz noktadan yaklasilirsa 1 1 o s s ] 1 z i
i Jimitin yok olur 1 i olacagindan limit x,'dan x, ‘e 1 i seg egim hep ayni kalir. 1
I : 1 giderken egimler hep ayni kalir. : 1 :
L —— o o L P e ——
5 o
VERI IDDIA
y = f(x) edrisi A noktasinin eksenleri kestigi nokta (xg, ¥p) ve

o noktadan gecen teget zerinde bir nokta

gizilen tegetin egimi o noktadaki
tiirevine egittir.

(xy,¥,) olmak iizere

I
CORUTUOCD i
Egri ikinci dereceden bir I
fonksiyon olarak disnilirse
genel bir ispat olmaz.

1. Giritilen Alt Argiiman |

CURUTULEN iDDIA
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Tartisma, Sonug ve Oneriler

Matematik  O6gretmenligi  lisans  6grencilerinin
ispatlama siirecinde olusturduklari ortaklasa argimanlari
incelemeyi ve bu arglimanlarin ispat semalar dikkate
alinarak yorumlanmasi amaclanan bu arastirmada
katihmcilarin  tiirevin geometrik yorumunu ortaklasa
ispatladiklari bir uygulama gergeklestirilmistir. Conner
(2008) arglimantasyon sirecinin  birden ¢ok alt
argimandan olustugunu belirtmektedir. Bu arastirmada
da bu durumu destekler nitelikte, ispat siireci boyunca
dort farkli alt argiiman ortaya ¢ikmistir. ilk alt argiimanda
deneysel semalardan o6rnek-temelli ispat semasi
kullanilirken diger Gg¢ alt argimanda digsal semalardan
ahskanlik  edinilmis ve sembolik ispat semasi
kullanilmigtir. Literatar incelendiginde ortaokul
ogrencilerinin (Liu & Manouchehri, 2013; Sen & Giler,
2015) ve 1. Sinif (iskenderoglu vd., 2010; Oflaz vd., 2016)
ve 2. Sinif (Pala & Narli, 2018) ilkdgretim matematik
ogretmenligi lisans Ogrencilerinin ispat semalarinin
incelendigi ¢alismalarda cogunlukla digsal ve deneysel
ispat semalarinin kullanildigi belirlenmistir. Ancak bu
arastirmada dissal ve deneysel semalar kullanilarak

olusturulan alt argimanlarin hepsi ¢urttilmastdr.
Arastirmada ulasilan  bu sonug, bahsi gecen
arastirmalardan farklihgini ortaya koymaktadir.

Literatirde yer alan s6z konusu calismalarda, her bir
Ogrencinin ispati bireysel olarak yapmasi istenmistir.
Ancak bu arastirmada 6gretmen adaylari ispati ortaklasa
argimantasyon sireci icerisinde gergeklestirmis olup, bu
suregte birbirlerini ikna etmeye galismislardir. Dolayisiyla
arastirmada so6z konusu farkhligin, dissal ve deneysel
ispat semalarinin 6gretmen adaylarini ikna etmede
yetersiz kalmasindan kaynaklandigi distiniilmektedir.
Arastirmanin verileri 6gretmen adaylarinin ortak
karara vardiklari ana iddiada donistiiriilebilen ve algisal
ispat semalarinin kullanildigini gostermektedir.
Dolayisiyla 6gretmen adaylarinin ana iddiada fikir
birligine varmalarinin, akil ylritmeler ve matematiksel
iliskileri kullanarak (Urettikleri analitik arglmanlarin
O6gretmen adaylarini fikir birligine varmasina yardimci
oldugu soylenebilir. Kisaca 6gretmen adaylarinin dissal ve
deneysel semalara dayali olarak birgok argiiman
Uretmesine karsin ikna olmadiklarini ve bu argiimanlari
clrattukleri ancak analitik ve deneysel olmak Uzere iki
ispat semasina dayali Uretilen ana iddiada fikir birligine
vardiklari goriilmektedir. Diger bir deyisle 6gretmen
adaylari analitik ispat semalarini kullanarak birbirlerini
ikna etmeyi basarmislardir. Aydogdu-iskenderoglu’na
(2016) gore analitik ispat semalari matematikte
ispatlamada son nokta olarak goriilmektedir. Dolayisiyla
O0gretmen adaylarinin  matematiksel bir durumun
dogruluguna birbirlerini ikna etmek icin akil ylritme
yardimi ile  6nceki bilgilerini  yeni durumlara
uygulamasiyla birlikte ortak karara ulastiklari séylenebilir.
Knuth vd. (2009) ve Sengul ve Giner (2013)
calismalarinda sinif diizeyi arttikga ispat semasinin dissal
dizeyden analitik diizeye degistigini vya da
gerekcelendirme bicimlerinin digsal ve deneysel

arglimanlar yerine analitik arglimanlara dogru degistigini
gostermistir. Literatiirde yer alan galismalarin ortaokul
veya matematik Ogretmenligi ilk sinif 6grencileriyle
gerceklestirildigi gorltlmektedir (Liu & Manouchehri,
2013; iskenderoglu vd., 2010; Oflaz vd., 2016; Sen &
Guler, 2015). Dolayisiyla arastirmada elde edilen bu
sonucun, c¢alismanin 3. Sinif lisans 6grencileri ile
gerceklestirilmesinden kaynaklandigi distinilmektedir.

Harel ve Sowder’a (1998) gore 6grenciler birden fazla
ispat semasina iliskin tepkiler ortaya koyabilmektedir. Bu
varsayim ile tutarl olarak arastirmada 06gretmen
adaylarinin ispat siirecinin tamaminda digsal, deneysel ve
analitik olmak Uzere Ug tiir ispat semasini kullandig
belirlenmistir. Bu durum literatirde yer alan (Flores,
2006; Housman & Porter, 2003; Sen & Giiler, 2015;
Senglil & Glner, 2013) c¢alismalarla benzerlik
gostermektedir. Bunun yaninda ana iddiaya ulasilirken
agirhkli olarak analitik semalardan doénustirilebilen ispat
semasini ortaya koyan tepkiler edilirken ayni zamanda
deneysel semalardan algisal ispat semasi olarak
nitelendirilebilecek ifadelere rastlanmistir. Benzer sekilde
Contay ve Duatepe-Paksu (2019) ve Housman ve Porter
(2003) calismalarinda da bazi durumlarda 6gretmen
adaylar bir ispat semasini ortaya koyan tepkileri daha
agirhkli olarak gosterirken, diger ispat semasina iliskin
tepkiler de gosterebileceklerine iliskin deliller ortaya
koymuslardir.

ilkdgretim matematik ogretmenligi lisans
Ogrencilerinin turevin geometrik yorumunu ispatlamalar
istenilen bu arastirmada katilimcilar aktif olarak
argiimantasyon sirecinde yer almislar ve s6z konusu
ispati ortaklasa olarak gergeklestirmislerdir. Ortaklasa
arglimantasyon sirecine yonelik olusturulan TASlar
incelendiginde slrecinin bilesenlerini bilylk oranda
O0gretmen adaylarinin olusturdugu gorilmektedir. Bu
bilesenler  genellikle  6n  bilgilerinden  hareketle
olusturulmustur. Benzer sekilde Tekin-Dede vd. (2022)
calismasinda 6grencilerin donel cisimlerin ylzey alani
modelini  ortaklasa olusturduklari  bir uygulama
gerceklestirilerek hem arglimantasyon bilesenlerinin
blyik cogunlugunun 6grenciler tarafindan olusturuldugu
hem de bu bilesenlerin ¢ogunlukla o6nceki derslerde
edindikleri  bilgilere  dayali olarak olusturuldugu
belirlenmistir. Bunun yani sira Pala ve Narli (2018)
o6gretmen adaylarininin 6n bilgilerinin kullanilan ispat
semalarini etkileyebilecegini vurgulamaktadir. Buradan
hareketle 6gretmen adaylarinin o6n bilgilerinin ve
dolayisiyla ispat semalarinin argiimantasyon sirecinin
sekillenmesinde onemli bir etken oldugu sonucuna
ulasilabilir.

Argiimantasyon silrecinde vyer alan bilesenlerin
islevleri gz 6niline alindiginda ana iddia ortaya atildiktan
sonra ana iddia biri arastirmaci digeri 6gretmen adaylari
tarafindan olmak Uzere iki kez ¢uritilmeye calisilmistir.
Ancak s6z konusu guriticileri veri konumuna getirilerek
Gzerinde tartismaya baslayan 6gretmen adaylari her iki
clrutiici/veriyi de ¢lrGtmuisttr. Bu durum literatirde
genellikle alt arglimanlarin veri/iddia olarak birbirine
bagh  oldugu  gosterilen (Krummbheuer, 1995;
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Krummheuer, 2007; Conner vd., 2014a; Tekin-Dede,
2019) bircok calismadan farkhhk gostermektedir. Ayni
zamanda Ogretmen adaylarl bir varsayimda bulunmaya
iliskin bir argiman olustururken, iddialari ana iddianin
gerekgesi haline gelmistir. Diger bir deyisle bir iddia
ortaya atilmig ve sz konusu iddia ana iddianin gerekgesi
haline gelmistir. Bir alt argimanin baska bir arglimana
iddia/gerekge ile baglanmis olmasi Tekin-Dede (2019)
calismasi ile paralellik gostermektedir. Stephan ve
Rasmussen (2002) bireyler arasinda tartisilan fikirlerin
paylasildigi ve bu durumlarin tartismalarda 6rtiik olarak
ele alindigl takdirde gerekgelerin bir iddia olabilecegini
belirtmektedir. Ancak bu arastirmada iddia/gerekce
durumu ¢ok belirgin olarak yer almaktadir. Bu durumun
nedeninin 6gretmen adaylarinin  mimkiin oldugunca
gerekgelerini  sorgulayarak dogru sonuca ulasmak
istemelerinden kaynaklandigi distinilmektedir.
Arglimantasyon siresince yalnizca bir alt arglimanda
gerekceyi desteklemek icin  destekleyici bileseni
kullanilmigtir.  S6z  konusu destek ana iddianin
dogruluguna arkadasini ikna etmek icin gerekgeyi sunan
kisi tarafindan ortaya atilmistir. Yani destek arkadasinin
gerekgesine ikna olmayan ve sorgulayan bir 6gretmen
adayinin soru sormasi Uzeri ortaya cikmistir. Bunun
yaninda diger hicbir gerekce sorgulanmamis ve diger alt
argimanlarda destekleyici bilesene rastlanmamistir. Bu
durumun sebebinin destekleyicilerin genellikle Usti
kapali olmasindan ve sozlii olarak ifade edilmedigi igin
her zaman ortaya g¢lkmamasindan kaynaklandig
soylenebilir (Conner vd., 2014a; Inglis vd., 2007). Bunun
yaninda slireg boyunca niteleyici bileseninin
kullanilmadig dikkat cekmektedir. Matematiksel ispatlar
bir iddianin dogrulugunun ya da yanlishginin ortaya

koyulmasidir. Dolayisiyla ispatlar varsayimlara dayal
olarak gerceklestiriimediginden diger bir deyisle
matematiksel olarak saglam temellere oturtularak

gerceklestirildiginden iddianin kesinlik derecesi hakkinda
bir niteleyici kullaniimadig distinilmektedir.

Harel ve Sowder (1998) ispatin dogrulugu ya da
yanlishgiyla degil Ogrencilerin ne dlstndiklerine
odaklanmalarini saglamak amaciyla ispat semasi terimini
ortaya atmiglardir. Bu bakis agisi, her ne kadar 6gretmen
adaylarinin ortak karara vardiklari ana iddia yanls olsa
da, arastirmada o6gretmen adaylarinin argiimantasyon
slrecinde arglimanlarinin dogrulugu ya da yanlisligiyla
ilgilenmeksizin olusan arglimanlara ispat semalari dikkate
alinarak odaklanilmasini  saglamistir.  Bu noktada
arastirmacilar siire¢ boyunca 6grencilerin dislnceleri
desteklemislerdir. Bu anlamda ortaklasa argiimantasyon
surecinde  arastirmacinin roli de gbdrmezden
gelinmemelidir. Ancak bu arastirmada argiimantasyon
slrecinde 6gretmen destegi arastirilmadigi icin ortaklasa
argiimantasyon sireglerinin incelendigi bazi ¢alismalarda
oldugu gibi (Conner vd., 2014a; Tekin-Dede vd., 2022)
arastirmacilar  6grencileri  yonlendirmekten kaginmis
hatta yanls sonuca gidiyorlarsa bile duslinceleri
desteklenmistir. Bu sayede Ogretmen adaylar yanlis
iddianin dogru oldugunu dusiinerek bazi durumlarda o
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iddianin gerekgelerini ifade etmisler bazi durumlarda ise
iddianin yanhshgini fark ederek glritmeyi basarmislardir.
Literatar incelendiginde ogretmen desteginin
incelenmedigi Conner ve digerleri (2014b) calismasinda
Ogretmenler  6grencileri  ortaklasa arglimantasyon
surecinde yonlendirmeden kaginilmis, yanlis sonuca
gidiyorlarsa bile distinceleri desteklemistir. Benzer
sekilde Tekin-Dede ve arkadaslari (2022) ise donel
cisimlerin ylizey alaninin hesaplanmasina yonelik
gerceklestirdikleri calismada ortaklasa argiimantasyon
sureci 6grencilerin liderliginde ilerlemis ancak 6grenciler
yuzey alani modeline ulasamamis olup arastirmaci
konuyu toparlamak amaciyla ders siiresince ifade edilen
argimanlari  Ozetleyerek  yiizey alani  modelini
aciklamistir.  Bunun yani sira  slreg¢ igerisinde
arastirmacilar arglimantasyon sirecini desteklemek
amaciyla 06grencilerin agiklama yapmalarini isteme
(Conner vd., 2014a; Sahin & Kulm, 2008) ve Ogrenci
ifadelerini tekrar etme (Planas & Morera, 2012) gibi
eylemleri arglimantasyon sirecinin sirdurilebilirligini
saglamistir.

ispat semalarinin incelenmesi ogrencilerin
matematiksel durumlardaki disiinme tepkilerini, bir
bireyin matematiksel bir durumun dogruluguna ya da
yanlishgina neyle ikna oldugunu ve arkadaslarini ikna
etmek icin neyi tercih ettigini gormek agisindan énemlidir
(Aydogdu-iskenderoglu, 2016). Bunun yaninda ortaklasa
arglimantasyon sirecinin incelenmesi tartisma slrecinde
bir arglimanin olusturulmasi, uygun argimanlarin
belirlenmesi, 6gretilmesi ve degerlendirilmesi konusunda
yardimci olmaktadir. Dolayisiyla bu arastirma, 6gretmen
adaylarinin ispat semalarinin ve ortaklasa argiimantasyon
slreglerinin birlikte incelenmesi agisindan 6nem arz
etmektedir. Bunun yaninda bu iki cercevenin birlikte
incelenmesi literatirden farklihgini ortaya koymaktadir.
Bu arastirmanin bulgulari tek bir katilimci grubu ve tek bir
ispat  sorusu ile sinirhdir.  Bu sonuglar  diger
katilimcilardan ve farkh gorev uygulamalarindan elde
edilecek sonuglara genellemek mimkiin degildir. Ancak
ortaklasa arglimantasyon siirecinde kullanilan ispat
semalarinin argiimantasyon sireci ile bir iliski icerisinde
oldugu aciktir. Boylece gelecekte farkli katimcilardan ve
farkh ispat sorulari ile ispat semalari ve argiimantasyon
sireci  arasindaki iliskinin  daha  derinlemesine
arastirilmasi  onerilmektedir. Bunun yaninda ortaklasa
argimantasyon  sirecinde ispat semalarini  ve
argiimanlari incelemeyi amaclayan gelecekteki
calismalarin uzun vadeli uygulamalari icermesi ve bu
uygulamalarin her birine arastirmacilarin aktif olarak
katilmasi 6nemlidir. Bu 0©nerilere ek olarak siireg
icerisinde  arastirmacilarin ~ uygun  midahalelerde
bulundugunda alt arglimanlarin ve ispat semalarinin nasil
sekillendiginin incelenmesi mimkindir. Bunun nedeni
arastirmaci rollinin arastirilacagl s6z konusu sirecte
ogrencilerin bas edemeyecekleri durumlarla ylizlesmeleri
icin cesaretlendirilmesi ile birlikte grup ici tartismalarda
daha etkili arglimanlar olusturacagi ve daha sik analitik
ispat semalarini kullanilacagi ongorilmektedir.
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Extended Abstract

Introduction

Proof schemes are defined as a way of thinking as
well as being a classification of proofs that an individual
or community uses to show the correctness or falsity of a
mathematical situation (Harel & Sowder, 1998). In this
study, unlike the studies in the literature, the proof
schemes of the participants are discussed from an
argumentation-based perspective. Argumentation s
defined as the process of convincing the opposing
community of the validity of a claim (Krummheuer, 1995)
and this convincing process is utilised during proving and
reflected in the students' proof schemes (Harel &
Sowder, 1998). Studies in the literature reveal that the
argumentation process interacts with the proof process
(Boero et al., 2010; Doruk, 2016; Urhan & Biilbul; 2016
Pedemonte, 2007a; 2007b; 2008). However, no study
was found in which students' proof schemes and
arguments were examined in an environment where a
mathematical proof was carried out collectively. In this
context, it is aimed to examine the arguments and proof
schemes created by the mathematics teachers
candidates in the process of collective argumentation
and to interpret the arguments in question by taking into
account the proof schemes in the study.

Method

The study was conducted as one group case study.
The participants of the study were four students enrolled
in the third year of the Mathematics Teaching program at
a university. The data of this research were collected
with video recordings containing the solution process of
a theorem, researcher notes, and students' worksheets.
Data analysis was carried out in two stages in this study.
The video recordings were transcribed and, the transcript
was divided into sub-argument sections according to the
claims made and then the proof schemes used by the
students were determined.

Results

The findings of the study showed that students
actively participated in the argumentation process and
four different sub-arguments emerged in this process.
Externally based and experimental proof schemes were
used in these sub-arguments, and all of these sub-
arguments were refuted by the students. The data of the
study showed that analytical proof schemes were used
predominantly in the main claim that the students
agreed on. Data, claim, justification, rebuttal, and
supporting components emerged from the components
of the argumentation process. Particularly, it was a
remarkable finding that students put forward rebuttals
by listening to each other's explanations carefully, and
some of them were refuted by other students. In
addition, it was determined that the qualifier component
was not used in the argumentation process.

Discussion

It is noteworthy that externally based and
experimental proof schemes were used in all of the
refuted sub-arguments. This situation shows that
students were not convinced by externally based
arguments based on experimental schemas therefore
they formed new arguments. When the literature was
examined, it was seen that the students mostly
presented arguments that revealed the externally based
and experimental proof scheme (Liu & Manouchehri,
2013; iskenderoglu et al., 2010; Oflaz et al., 2016; Sen &
Guler, 2015). However, the conclusion reached in this
study was that, unlike the aforementioned studies, the
arguments produced on externally based and
experimental schemes were refuted, that is, these
schemes were insufficient to convince students in the
proof process. The data of the study showed that analytic
proof schemes were used predominantly in the main
claim that the students have come to a common
decision. According to Aydogdu-iskenderoglu (2016),
analytical proof schemes are seen as the last point in
proving in mathematics. Therefore, it can be said that
students reach a common decision by applying their
previous knowledge to new situations with the help of
reasoning in order to convince each other of the
correctness of a mathematical situation. According to
Harel & Sowder (1998), students can present reactions to
more than one proof scheme. Consistent with this
assumption, it was determined that students used three
types of proof schemes in the entire proof process:
externally based, experimental and analytical. Conner
(2008) states that the argumentation process consists of
multiple sub-arguments. In this study, it was seen that it
consisted of four sub-arguments that support this
situation. The role of the researcher in the
argumentation process, in which students actively work,
should not be ignored. In this study, the researchers
avoided directing the students, and even if they were
going to the wrong conclusion, their thoughts were
supported. In this way, the students thought that the
false claim was true and in some cases, they expressed
the reasons for that claim. They realized the falseness of
the claim and succeeded in refuting it in some cases, too.
Similarly, in some studies in the literature, it was seen
that the researchers did not judge the students during
the course and they were given the opportunity to make
false claims. (Conner et al., 2014a; Tekin-Dede et al.,
2022). It can be said that this situation contributes to the
continuation of the argumentation process.

Pedagogical Implications

The findings of this study are limited to one group of
participants and a single proof question. Therefore, in
the future, it is suggested that the relationship between
different participants and different proof questions,
proof schemes and the argumentation process should be
explored in more depth. In addition, it is important that
future studies include long-term applications and that
researchers actively participate in each of these
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applications. In addition to these, it is suggested to
examine how the sub-arguments and proof schemes are
shaped when the researcher makes appropriate
interventions during the process.
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