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Matematik Ogretmen Adaylarimin ispat Siirecinin
Ileri-Geri Teknigini Kullanma Durumlarinin
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Oz

Calismanmin ~ amaci, matematik  6gretmen  adaylarimin  ispatlama
siirecindeki  zihinsel — eylemlerini  ileri-geri  teknigi  araciligiyla
resmedebilmektir. Bu amagla akademik bagar: diizeyi iyi, orta ve diisiik
olarak belirlenen ii¢ matematik ogretmeni adayiyla geometri ve cebir
alamindan  toplam ki soru  iizerinden  klinik  miilakatlar
gergeklestirilmistir. Ogretmen adaylarimin ispat siireci analiz edilerek
ileri-geri yondeki zihinsel eylem haritalar: olusturulmus ve bu haritalarin
ispati tamamlamadaki rolii tartisilmistir. Arastirma sonucunda ogretmen
adaylarimin akademik basar: diizeyi ve sorunun alam fark etmeksizin
ispat siirecinde ileri-geri hamlelerini bilingli olmasa da yogun bir sekilde
gergeklestirdigi belirlenmigtir. Adaylarin akademik basarisi arttik¢a ispat
stirecindeki ileri ve geri hamle sayilarmmin arttigi belirlenmistir. Bu
bakimdan ogretim iiyelerinin ispat yaparken bu teknik araciligiyla
diisiincelerini sesli olarak ifade etmeleri, égretmen adaylart i¢in ispati
yaratict bir inga stirecine doniistiirme imkdni sunabilir.
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Giris

Ispatlama; problem ¢dzme, varsayimda bulunma, genelleme, iliskilendirme kavramsal
hale getirme, hatirlama, smiflama, planlama gibi birgok zihinsel etkinligi i¢inde
barmdirir (Siegler ve Wagner-Alibali, 2005). Bir¢ok arastirmaciya gére matematigin
kalbi sayilan ispat, matematiksel bir iliskiye ulasabilmek i¢in atilacak adimlarin 6ncesi
ve sonrasi arasinda karsilastirmalar yapmayr gerektiren bilimsel bir siirectir. Bu
bakimdan ispat siireci, varsayimda bulunmay1 destekleyen eylemler ile birlikte ispat
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adimlarini belirleme ve bu adimlar1 diizenleme gibi eylemleri kapsayan bir yapiya
sahiptir (Perry vd., 2011). Bu kapsamli siire¢ i¢inde ispati tamamlamak i¢in izlenen
adimlar kontrol etmeye, farkli durumlar test etmeye ve ispat adimlarini belirlemeye
olanak saglayan cesitli ileri-geri gecisler sdz konusudur (Miyazaki vd., 2017; Oztiirk,
2016). Bu siirecte ileri-geri gegisler sonucunda yapilan diizenlemeler ispata yonelik bir
planlamaya isaret etmektedir.

Muhakeme tiirleri olan tiimdengelim, timevarim ve geri-¢ikarimda (abduction)
onciiller ile sonug arasinda ne tiir baglantilar kurulacagina iliskin arayis, ispatin nasil
yapilacagima yonelik planlama yapmanin ilk adimidir (Tsujiyama, 2011). Bu tiir bir
planlama siirecinde gerek onciillerden sonuca dogru ileri yonde bir diigiinme gerekse
sonugtan onciillere dogru geri yonde bir diisiinme s6z konusudur (Remillard, 2014). Bu
tiir diisiinmelerin gerceklesmesini saglayan ispat planlama etkinliklerine farkli 6gretim
kademelerinde yer verilmesi ise ispat yapmaya yonelik basarmin artmasinda etkili bir
unsurdur (Miyazaki vd., 2016). Bu bakimdan bireylerin ispat siirecindeki zihinsel
eylemlerinin ortaya ¢ikarilmasi noktasinda ispata nasil baslandigi, ispat adimlarinin
uygunlugu ve birbiriyle iligkisi gibi konular iizerine tartigmalar yapilmasi énemli bir rol
oynamaktadir.

Tleri-Geri Teknigi

Ispata baglama, uygun ispat adimlarin1 olusturma ve ispat: tamamlama 6ncesinde ilgili
matematiksel ifadenin hipotez ve hiikmiinii belirleme, ispat siirecine 6nemli katkilar
saglayan bir eylemdir (Heinze ve Reiss, 2004). Bu anlamda ispat siirecinde ileri-geri
gecislere zemin hazirlayan en temel eylemlerden biri hipotez ve hiikiim bilgilerini
belirleyebilmektir. Bu bilgilerin belirlenmesi ise ispat yaparken kullanilan ileri-geri
tekniginde kilit rol oynayan bir unsurdur (Heinze vd., 2008; Matsuda ve VanLehn,
2004; Yang ve Lin, 2012). Ileri-geri teknigi, ispat siirecinde hipotez ve hiikiim arasinda
yapilan gelgitlerdir. Bu dogrultuda ileri-geri tekniginin 6ne siirdiigli diisiinme yapisi,
matematiksel ispat yoOntemlerinin de temelini olusturmaktadir (Solow, 2014).
Dolayisiyla bir Onermenin ispatinda hangi ispat yonteminin kullanildig1 fark
edilmeksizin ileri-geri teknigine basvurulur. Ileri-geri tekniginde, hiikiim ifadesi
irdelenip uygun sorularla olas1 ispat adimlarinin zihinsel olarak diizenlenmesi seklinde
geri yonde bir diisiinme ya da hipotezin dogru oldugu kabuliinden hareketle bununla
baglantili alt ifadeler iiretilerek sonuca ulagmaya calisma seklinde ileri yonde bir
diisiinme s6z konusudur (Miyazaki vd., 2016; Solow 2014; Yang ve Lin, 2012). Baska
bir ifadeyle X=Y seklindeki bir dnerme i¢in ileri-geri teknigi uygulandiginda Y’nin
dogru oldugu sonucuna ulasmak amaciyla neler yapilabilecegini diisiinme geri yonde bir
stireg iken 6zellikle X de yer alan bilgileri kullanarak neler yapilabilecegini diisiinme ise
ileri yonde bir siiregtir. Geri yonde bir diisiinmeye “Y ifadesinin dogru olduguna nasil
ulasabilirim?” seklinde bir soru ile baglanir ve Y ifadesinden elde edilen anahtar sorular
iiretilir. Bu sorular, geri yonlii diisinmeye baglanan ilk sorunun cevabina bagli olarak
iiretilen alt sorular seklinde nitelendirilebilir. Geri yondeki diigiinme esnasinda anahtar
sorunun bariz bir cevabmnin olmamasi gibi bir durumla karsilagilabilir. Boyle bir
durumun olusmasi, X’in dogru oldugunu varsayma islemine gegilebilecegine baska bir
ifadeyle ileri yondeki diisiinmeye baslanabilecegine isaret etmektedir. Ileri-geri
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tekniginin kullanimi esnasinda iki farkli yondeki diisiinmenin nasil gerceklestigini
gdsteren bir onermenin ispatina yonelik analiz asagidaki gibidir (Solow, 2014).

Onerme: Kenar uzunluklart a ve b olan ve hipoteniisii ¢ olan ABC dik
iicgeninin alam% ise ABC tiggeni ikizkenardir.

Ispatin Analizi: Onermeyi X = Y seklinde ele alalim.

X: Kenar uzunluklar1 a ve b olan ve hipoteniisii ¢ olan ABC dik {iggeninin
alam%’dir.

Y: ABC iiggeni ikizkenardr.

[leri-geri teknigi uygulandiginda Tablo 1 ve Tablo 2’deki gibi bir siireg
gerceklesmektedir.

Tablo 1
Geri Yonde Diigiinme Stireci

Soru-Cevap Ornek

Anahtar Soru 1 U"(;gemn‘ - (ABC tiggeni) ikizkenar {icgen oldugunu nasil
gosterebilirim?
Cevap 1 Yiia=b»b

iki reel saymin (a veb kenar uzunluklari) esit oldugunu nasil

Anahtar Soru 2 gosterebilirim?

Cevap 2 Yya—b=0

Anahtar Soru 3 iki reel sayinin farkmnin 0 oldugunu nasil gosterebilirim?

Bu anahtar soruya dogrudan bir cevap bulunmayabilir ve geri yondeki diisiinmeden ileri
yondeki diistinmeye dogru bir gegis olur. Matematiksel muhakemenin varsayimlardan
sonuglara ilerleyen dogrusal bir yapiya sahip olmasinin aksine ispat varsayimlari tekrar
gbozden gegirme, tanimlari yeniden diizenleme, sonuglara uyacak sekilde dnermelerde
degisiklik yapma gibi gesitli ileri-geri gegisleri iginde barindirmaktadir (Lakatos, 1976).
Bu bakimdan ispat yapma, onermeler ve kabul edilebilir matematiksel argiimanlar
araciligryla hipotez ile hiikiim arasinda bir kdprii olusturabilmektir (Heinze vd., 2008).
Ispat siirecinde bireyler farkinda olarak ya da olmayarak bu teknigin gerektirdigi
zihinsel siireci yasamaktadir. Dolayistyla ispat yaparken yasanan bu zihinsel siireci
resmetmek, matematiksel bir ifadenin dogrulugunu gosterirken bir bireyin nasil bir
diistinme siirecine girdigini ayrintili olarak ortaya ¢ikarabilmek agisindan énemlidir.

Matematiksel ispat ile ilgili yapilan calismalar incelendiginde ileri-geri
tekniginin c¢aligmalarin dogrudan odak noktasi olmadigi dikkat c¢ekmektedir. Bu
incelemeler dogrultusunda matematik alanindaki ¢alismalarda bu teknigin bir problemin
¢Oziimiinii detaylandirma amacglhi bir ara¢ niteliginde kullanildigi goriilmiistiir (0r.,
Attouch ve Peypouquet, 2016; Chang vd., 2017; Kankam vd., 2019). Matematik
egitimindeki caligmalarda ise yapilan ispatlarin analizi slirecinde kullanilan ya da ispat
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planlama ile ilgili caligmalarin temelinde yer alan bir teknik oldugu fark edilmistir (or.,
Miyazaki vd., 2016; Remillard, 2014; Tsujiyama, 2011; Yang ve Lin, 2012). Bu
dogrultuda yapilan bu c¢alisma ile 6gretmen adaylarinin ispat siirecinde ileri-geri
teknigini kullanma durumlarmin incelenmesi, matematik egitimi alaninda bu teknigin
odak noktasi olarak ele alinmasina katkida bulunacaktir. Boylece birgok Ogretmen
adaymin zorluk yasadigr ispat yapma eylemine baglama ve bu siireci yapilandirmada
ileri-geri tekniginin kullanimi onlarin matematiksel diistinmelerini destekleyebilir.
Ayrica ispat siirecinde hipotez-hiikiim arasinda yapilan gidis ve gelislerle, adimlarin
stirekli olarak nasil ve ne siklikta yapilandirildigi 6gretmen adaylari aracilifiyla
incelenerek bir anlamda ispat siirecinin dinamik dogasi yansitilabilecektir.

Tablo 2
Ileri Yonde Diistinme Siireci

Siireg Ornek

Geri yonde diisinmenin
sonundaki ifadeye ulasma
tlizerine galigma

Y,:a — b = 0 ifadesini bulmak i¢in hipotezin nasil
kullanilabilecegi iizerine diisiiniiliir.

“X: Kenar uzunluklar1 a ve b olan ve hipoteniisii ¢ olan
2

Hipotezi dogru varsayma ABC dik tiggeni C: alana sahiptir.” hipotezi dogru kabul
edilir.
Xy:ab/2 =c%/4
X,:a? + b% = ¢?
X3:ab /2 = (a®? + b?) /4
X4 a? — 2ab + b2 =0
Xs:(a—b)2 =0

Hipotez ile iligkili alternatif
matematiksel ifadeler yazma

X5 ’e uygulanan cebirsel islemle Y, ifadesi elde edilir ve ispat

Ispati tamamlama
sona erer.

Genelde matematik 6zelde ise matematiksel ispat odakli derslerde 6grencilerin
basarili olabilmeleri farkli ispatlama tekniklerini ustalikla kullanabilmeleri ile iliskilidir.
Cogu zaman 6grencilerin bu tiir derslerdeki basarilari, onlarin ispatlamadaki basarisi ve
uygun teknikleri kullanabilmesi ile aciklanabilir. Ispata baslama, uygun adimlar
belirleme, ispat adimlari arasinda gecis yapma ve ispati tamamlama gibi eylemleri
gerceklestirirken yapilan ileri-geri hamleler ispatlama basarist i¢in hayati 6nem
tasimaktadir. Her bir bireye gore bu hamlelerin farklilik gostermesi de olasi bir
durumdur. Dolayisiyla bireylerin ispat siirecinin dogal akis1 igerisinde ileri-geri
hamleleri nasil gerceklestirdiginin ortaya ¢ikarilmasi arastirilmaya degerdir. Bu
bakimdan mevcut c¢alismada bireylerin ispata yonelik zihinsel eylemlerinin
resmedilmesi, diisiinme siirecinde dogal olarak gergeklesen ileriye ve geriye dogru
diisiince akigmin ispat siirecine transfer edilebilmesi esnasinda eksik kalan adimlarin
belirlenmesi agisindan 6nemli bir katki sunacaktir. Bu baglamda arastirmanin amact, ii¢
matematik 6gretmeni adaymin ispat siirecindeki zihinsel eylemlerini ileri-geri teknigi
araciligryla resmetmektir.
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Yontem
Arastirmanin Tasarimi

Tiim ispatlama eylemlerinde bilingli ya da bilingsiz bir sekilde ileri-geri teknigi yogun
olarak kullanilir (Heinze vd., 2008; Solow, 2014). Bilingli ifadesi ile bireyin hipotezden
veya hiikiimden yola ¢ikarak eylemler gergeklestirirken ileri veya geri yonde hamleler
araciligryla bu teknigi kullandigina yonelik farkindaliga sahip olmasi kastedilmektedir.
Bu calisma ile 6gretmen adaylarimin ispatlama siirecindeki zihinsel eylemleri, ileri-geri
teknigi perspektifinden anlasilmaya cahisilmistir. Ogretmen adaylarinin hamlelerini ve
niyetini ileri-geri tekniginin nasil sekillendirdiginin tespiti, ispatta basariya ulagsmak icin
oldukga énemli goriilmektedir. Ozellikle hipotezle hiikiim arasinda baglanti kurmak igin
birden fazla adim olusturmay1 gerektiren ispatlar, karmasik tiirde cesitli zihinsel
eylemler igerir (Heinze vd., 2008). Bu ara eylemler, tiimdengelime dayali argliman
iretme siirecini koordine etmek suretiyle adimlar arasinda baglanti kurma potansiyeli
barmdirirlar. Ornegin ispat adimlari igin gerekli olan unsurlari belirleyebilme ve
degerlendirmeyi etkileyen bilissel eylemlerden biri olan ¢ikarim yapma, ispati
yapilandirmada oldukg¢a dnemli bir iglev goriir.

Bu calismada 6gretmen adaylarinin ispat yapma siirecinde ileri-geri teknigini
kullanma durumlar1 derinlemesine incelendiginden nitel arastirma yaklagimi
benimsenmistir. Dolayisiyla arastirma 6zel durum galismasi olarak tasarlanmistir. Bu
kapsamda Ogretmen adaylar ile klinik miilakatlar yapilarak ispat siirecindeki zihinsel
eylemleri ve ileri-geri tekniginin bu eylemleri nasil sekillendirdigi belirlenmeye
calistlmistir.  Katilimer olan Ogretmen adaylarinin her biri ile klinik miilakatlar
gerceklestirilmistir. Klinik miilakatlarla elde edilen veriler, 6gretmen adaylarimin ispat
stirecindeki zihinsel eylemlerinin yoniinii (ileri-geri) ve tiiriinii (basit ¢ikarim, ¢ikarim,
yorum vb.) belirleyecek sekilde analiz edilmistir. Ayrica bu analiz siirecinde eylemlerin
gerceklesme siras1 gozetilmistir. Bunun sonucunda her bir dgretmen adayinin ispat
stirecini yansitmak amaciyla ileri-geri yondeki zihinsel eylemleri igeren haritalar
olusturulmustur.

Katihhmcilar

Arastirmanin katilimcilari, matematik Ogretmenligi programi ikinci smifta dgrenim
gdren ii¢ dgretmen adayidir. Ogretmen adaylarmin tercih edilmesinin iki nedeni vardr.
Birincisi tiniversite matematiginin ispat yapma eylemini siklikla icermesi nedeniyle
ogretmen adaylarmin bu eyleme dahil olmalaridir. Ikincisi ise bu adaylarm mezun
olduktan sonra ileri-geri teknigine yonelik diisiinme aligkanlhiginin lise diizeyindeki
Ogrencilerine aktaracak potansiyele sahip olmasidir. Bu adaylar; basar1 diizeyi olarak
iyi, orta ve diisiik olmak iizere ii¢ diizeyi temsil etmektedir. Ogretmen adaylarinin farkli
akademik basar1 diizeylerine sahip olmasi verilerin ¢esitliligini artirici temel faktor
olarak diisiiniilmiistiir. Ogretmen adaylarmin belirlenmesinde ii¢ adim izlenmistir. Ilk
adim olarak matematik Ogretmenligi lisans programi Ogrencilerinin akademik
ortalamalar1 incelenmis ve ortalamalara gore 6grenciler iyi, orta, diigiik olmak iizere ii¢
gruba ayrilmistir. Akademik ortalamalari inceleme siirecinde ogrencilerin genel not
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ortalamalarina ek olarak ispat yapmay1 gerektiren Analiz I-II-III ve Soyut Matematik I-
II gibi alan derslerinde aldiklar1 notlar dikkate alinmistir. Ikinci adimda ¢aligmanin
amacina yonelik bilgi vererek calismaya katilmaya goniilli 6gretmen adaylarini
belirlemek iizere her diizeyden iiger 6gretmen adayi belirlenmistir. Bu adaylar igerisinde
is birligi yapmaya agik ve diisiincelerini ifade etmekte zorluk yasamayan birer aday
belirlemek {izere adaylarin matematik alan derslerini yiirliten bir 6gretim {iyesinin
onerisi dikkate alinmistir. Ugiincii adimda ise dgretim iiyesinin onerisiyle her basari
diizeyinden birer aday tespit edilmistir. Bu adaylara ¢alismanin amacina yonelik bilgi
verilmesi sonrasinda ¢aligsmaya goniillii olarak katilmaya yonelik onay vermeleriyle asil
katilimeilar belirlenmistir. Katilimcilar Ali, Naz ve Can sirasiyla iyi, orta ve diisiik
diizeydeki grubu temsil etmektedir.

Birinci smifta 6grenim goren Ogretmen adaylarinin heniiz ispat yapmaya
yonelik yeterli deneyime sahip olmamalari, dordiincii sinifta 6grenim goren dgretmen
adaylarinin ise alan ogretiminde uygulamaya yonelik dersler (6r., Ogretmenlik
Uygulamasi) igeren yogun programlarinin olmasi sebebiyle bu arastirmanin katilimcilar
olarak tercih edilmemistir. Bu dogrultuda matematik dgretmenligi programinin ikinci
veya lglincii sinifinda d6grenim goéren 6gretmen adaylariyla ¢aligmaya karar verilmistir.
Katilimecilarin matematik 6gretmenligi programi ikinci smif Ogrencileri arasindan
belirlenme sebebi ise daha dnce Soyut Matematik, Analiz I-II ve Lineer Cebir gibi
dersleri alarak ispat yapma deneyimine sahip olmalaridir.

Veri Toplama Araglar

Caligmada akademik basart bakimindan farkli diizeydeki Ogrencilerin ispat yapma
stirecinde ileri-geri yondeki zihinsel eylemlerini resmetmek amaciyla biri geometri
digeri ise sayilar teorisi ile ilgili toplam iki soru iizerinden klinik miilakatlar
gergeklestirilmistir. Klinik miilakat siirecinde kullanilan sorular Tablo 3’te verilmistir.

Tablo 3
Klinik Miilakat Siirecinde Kullanilan Sorular

Soru liskili Oldugu

No Alan Soru
8 ABC dik ucgen,
3 m(m) = 2.m(m) = 2a,
1 Geometri B m(4ED) = m(ECA) = B olarak
veriliyor.
. Buna gore |DE| = 2|BE| oldugunu
Fon 0 g gosteriniz.
5 ioin g3 3 2 2
5 Cebir a+ b > 0sartinl saglayan a, b reel sayilari i¢in a®* + b> > a*b + ab

oldugunu gosteriniz.

Matematigin “iki temel diregi” olarak nitelendirilen geometri ve cebir, tarihleri ¢ok eski
zamanlara kadar uzanan alanlardir (Atiyah, 2001). Nesnelerin bir biitlin olarak
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ozelliklerine odaklanmanin s6z konusu oldugu geometrinin dogasi ile semboller igeren
nesneler {lizerinde eylemlerin yiiriitiildiigii cebirin dogasi birbirinden oldukga farklidir
(Tall, 1995). ispat siirecini, ileri geri teknigi ile farkli akademik basari diizeyine ek
olarak dogalar1 birbirinden farkli olan bu iki alan g¢er¢evesinde incelemenin veri
¢esitliligini artiracag1 diisiintilmiistiir. Bu nedenle 6gretmen adaylariyla yiiriitiilen klinik
miilakat siirecinde bir geometri ve bir sayilar teorisi sorusu kullanilmistir. Geometri
sorusu, bir dik iiggende ag1 Olgiileri verilerek kenar uzunluklari arasindaki orana
ulasilmasin1 gerektiren bir sorudur. Sayilar teorisi sorusu ise belirli bir sart1 saglayan
reel sayilar arasindaki esitsizlige dayal iliskinin gosterilmesini gerektiren bir sorudur.
Sorulart belirleme siirecinde 0Ozellikle dikkat edilen husus, ileri-geri teknigini
kullanmaya uygun aday sorulara karar vermek olmustur. Bu aday sorular arasindan
hipotez ve hiikiim arasinda baglanti kurmayi her iki yonde (ileri ve geri yonde)
yapilandirmay1 gerektiren ve dolayisiyla ileri-geri tekniginin yogun bir sekilde
kullanimma uygun potansiyele sahip sorular segilmistir. Segilen sorularin amaca
uygunlugu hususunda matematiksel ispat konusunda ve geometri alaninda doktora
derecelerine sahip iki matematik egitimcisinin goriisleri ve Onerileri dikkate alinmistir.
Uzmanlar, segilen aday sorular igerisinden Tablo 3’te yer verilen Onermeler
ispatlanirken daha fazla adim gerektirme potansiyeli oldugunu belirtmistir. Boylece
o0gretmen adaylarinin ispat adimlarindaki ileri ve geri hamlelerinin daha net bir sekilde
tespit edilebilecegine karar verilmistir.

Ispat yapma siirecindeki diisiincelerini ortaya cikarmak icin Ogretmen
adaylarina iki arastirmaci tarafindan bazi sorular yoneltilmistir. Bu sorular; yapilan bir
eylemin gerekcesini (“Neden bdyle yaptin?”), hangi bilgiyi/bilgileri kullanarak bu
eylemi gerceklestirdigini (“Bunu neye dayanarak yaptin?”) ve bu eylemle neyi
amacladigini (“Bunu yapmaktaki amacin nedir?") belirlemeye yoneliktir. Boylece ispat
yapma siirecindeki zihinsel eylemlerini resmetme amaci dogrultusunda oOgretmen
adaylariin diigiinceleri derinlemesine irdelenmistir. Geometri ve sayilar teorisi sorulart
her bir adaya art arda verilmistir. Adaylarla yapilan klinik miilakatlar ayn1 giin i¢inde
farkl saatlerde yapilmistir ve bu miilakatlar yaklasik 60-70 dakika stirmiistiir.

Veri Analizi

Arastirmanin amaci dogrultusunda her bir aday ile yiiriitiilen klinik miilakatlar transkript
edilerek icerik analizi yapilmistir. Bu baglamda analiz {i¢ adimda gergeklestirilmistir
(bkz. Sekil 1). Birinci adimda, transkript metinleri ayrintili bir sekilde incelenerek
adaylarin eylemlerinin ¢ikig noktasi (hipotez veya hiikiim) tespit edilmeye ¢alistlmistir.
Bu siiregte adaym eylemlerinin ¢ikis noktasi hipotez ise metin bolimi ileri,
eylemlerinin ¢ikig noktast hiikkiim ise metin boliimii geri olarak kodlanmigtir. Boylece
ileri ve geri hamlelerin yon degistirdigi kritik noktalar da belirlenmistir. Ikinci adimda
oncelikle adaylarin her bir soru i¢in ileri ve geri hamlelerinin ilgili oldugu temalar
belirlenmistir. Geometri ve sayilar teorisi sorusu icin ortak temalar olarak hipotez,
hiikiim, fikir, ¢ikarim ve yorum ifadeleri belirlenmistir. Geometri sorusunda ¢izim
yapma temasi; sayilar teorisi sorusunda ise varsayim temasi ilgili soruya 6zgii temalar
olarak ortaya ¢ikmistir. Bu temalarin igerigine dair agiklamalar asagida verilmistir.
Temalarin belirlenmesinin ardindan adaylarin her bir hamlesinin zihinsel eylemler
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biitiini igerisinde birbiriyle iligkisi tim ayrintilartyla harita seklinde resmedilmistir.
Boylece yalnizca ileri ve geri hamlelerin sayisi ve yon degistirdigi kritik noktalar degil;
aynt zamanda adaylarin ispat yapma siirecindeki zihinsel eylemleri dinamik olarak
gorsellestirilmistir (bkz. Sekil 2).

Sekil 1
Analiz Siirecinde Takip Edilen Adimlar

Ortak olan temalardan hipotez, Ogrencinin hipotezi dikkate alarak (or.
a,b€ R,a+ b = 0) sonraki adimlar1 yapilandirma girisimini ifade etmektedir.
Benzer sekilde Aiikiim temasi, 6grencinin hikkmii dikkate alarak (6r. |DE| = 2.|BE|)
sonraki adimlar1 yapilandirma girisimidir. Fikir temasi, eylemleri yapilandirma
stirecinde sozel olarak ifade edilen potansiyel bir girisimin ifadesidir (6r. |BE| ile
[DE|’yi dogrusal hale getirmeliyim.). Bu potansiyel girisimin eyleme doniisme ve
doniismeme ihtimali esittir. Ogrenci dile getirdigi fikri uygulamugsa, fikrin eyleme
doniistiiriildiiginii  belirtmek i¢in “+” isareti; fikri uygulamamigsa yani eyleme
doniistiiriilmemisse “-” isareti ile bu ayrim belirtilmistir (bkz. Tablo 2). Cikarim temast
Ogrencinin mevcut bilgileri arasinda iliskilendirme yaparak yeni bir bilgiye ulagmasini
ifade etmektedir. Bu temada yer alan kategorilerden biri olan basit ¢ikarim, yeni bir
bilgi iiretimini ifade ederken (6r.a + b = 0 ise (a + b)? = 0 olur.); ¢tkarim daha derin
bir kavrayis gerektiren yeni bir bilgi iiretimini (6r. a + b = 0 ise (a — b)? = 0 olur.)
ifade etmektedir. Bir diger kategori olan yanlis ¢tkarim ise 6grencinin ¢ikarim yaparken
yanlis akil ylirlitme sonucunda gegersiz bir bilgi iiretmesini ifade etmektedir. Ortak olan
son tema yorum ise dgretmen adaylarinin yaptig1 veya yapmayi planladigi herhangi bir
eyleme dair diisiincelerini sesli olarak ifade etmesidir. Yorum temasi, ispat siirecinde
yapilan eylemlerin adaylar tarafindan siibjektif olarak degerlendirilmelerini igeren
ifadelerdir. Yorumlar; yapilan eylemin gerekgesini (6r. “Elde etmek istedigimiz sonugta
(a® + b3) var. Onlar yalniz birakmak istedim.”’), eylemin sonraki adimlar i¢in uygun
olup olmadiginit (6r. “Buradan bir sey gelmeyecek gibi.” ya da “Buldugum benzerlik
oraminda |DE| ile |BE| hi¢ yok.”) veya eylemlerin ardindan bir neticeye varilamadigini
ifade ederek (6r. “Cok fazla bilinmeyen oldugundan ilerleyemiyorum.”) eylemin
degerlendirilmesine yardime1 olmustur.
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Sorulara 6zgii olan temalardan ¢izim yapma, geometri sorusu ile ilgili temadir.
Cizim yapma temasinda ogretmen adaylar1 genellikle diledikleri agi degerlerini
olusturmay1 amaclamistir. Ornegin adaylar agiortay teoremini kullanabilmek icin ac1y
ikiye bolerek veya Pisagor teoremini kullanmak i¢in dik iiggen olusturarak ispat
stireclerini yapilandirmiglardir (6r. [ED] uzatilarak ASD dik tiggeninin olugturulmast).
Ayrica benzer iiggen olusturmak veya hiikiimde yer alan koseleri birlestirmek i¢in de
dogru parcasi ¢izmisglerdir (6r. B ile D kdselerini birlestiren dogru pargasinin ¢izilmesi).
Sayilar teorisi sorusuna 6zgii varsayim temasinda ise soruda verilen esitsizlik dikkate
almarak ispatin farkli adimlarinda varsayimda bulunulmustur. Soruda verilen esitsizligi
durumlara ayirarak inceleyen adaylar (6r. a? + b? = 2ab veya a?+ b? > 2ab
olsun.) bu varsayimlari ile ispatlarini yapilandirarak yeni eylemler (6r. ¢ikarim, basit
¢ikarim, yorum vb.) gerceklestirmistir.

Analizin {iglincii adimi, ikinci adimdan dort hafta sonra yapilmistir. Bu adimda
transkriptler tekrar incelenerek hamlelerin Aipotez ve hiikiim ile baglantisi bir kez daha
teyit edilmistir. Ayrica adaylarin her bir soru igin ileri ve geri hamlelerinin baglantili
oldugu temalar gbzden gegcirilerek eylemlerin gergeklesme sirasi dikkate alinmis ve
tablolar araciligryla ifade edilmistir (bkz. Tablo 2).

Veri analizinde birinci adim olarak nitelendirilen kodlama, iki arastirmaci
tarafindan ayr1 ayr1 yapilmistir. ilk adimin tamamlanmasimnin ardindan bir araya gelen
arastirmacilar tarafindan “ileri” ve “geri” olarak belirlenen kodlar karsilagtirtlmistir.
Kodlarin uyumlulugunun teyit edilmesinin ardindan ikinci adima gegilmistir. Ikinci
adimda her bir arastirmaci tarafindan adaylarin ispat siirecindeki zihinsel eylemlerinin
ilgili oldugu tema belirlenmis ve zihinsel eylemlerin biitiinlinii temsil eden taslaklar
olusturulmustur. Bu adimin ardindan tekrar bir araya gelen aragtirmacilar tarafindan
adaylarin ileri ve geri hamlelerinin baglantili oldugu temalar iizerinde tartigmalar
yiritillerek fikir birligine varilmis, boylece temalara son hali verilmistir. Buna ek
olarak, olusturulan taslaklardan yola ¢ikarak 6gretmen adaylarinin diisiince agini en
yalin ve dogru sekilde yansitan biligsel eylem haritalarina son hali verilmistir. Bu iki
adimda izlenen yolda arastirmanin i¢ tutarliligini saglamak hedeflenmistir. Analizin
iigiincli adim1 olan son adim igin dort hafta sonra bir araya gelen aragtirmacilar, analizin
onceki iki adimini irdelemiglerdir. Bu siirecte ileri ve geri tema tablolar1 hazirlanmistir.
Arastirmacilar ayrica adaylarin zihinsel siireglerini ayrintilartyla betimleyebilmek
amactyla dogrudan alinti yapilacak kesitleri belirlemislerdir. Boylece analizle ulasilan
sonuglara nasil varildigini gosterebilmek i¢in dogrudan alintilara yer verilmistir.

Bulgular
Matematik 6gretmen adaylarinin ispat siirecindeki zihinsel eylemlerini ileri-geri teknigi

aracilifiyla resmetmeyi amaglayan bu ¢aligmanin verileri her bir soru i¢in ayri ayr ele
almmustir.
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fleri-Geri Tekniginin Geometri Sorusunda Kullammina Yénelik Bulgular

Ogretmen adaylarmin her birinin hamlesi ileri geri teknigi baglaminda ele alinmustir.
Inceleme siirecinde 6gretmen adaylarinin yaptiklari ispatlar ve bu ispatlar1 yaparken dile
getirdikleri ifadeler dikkate alinmistir. Buna bagl olarak her bir 6gretmen adayinin ispat
stirecindeki ileri-geri hamleleri resmedilmistir.

Ali’nin geometri sorusunun ispatin1 yapma siirecindeki ileri-geri hamlelerini
ayrintili bir sekilde gosteren zihinsel eylem haritalart Ek 1’de yer alan Sekil 4’te
verilmistir. Ali’nin bu ispat siirecinde gergeklestirdigi ileri-geri hamleler kapsamindaki
zihinsel eylemlere iligkin ayrintilar ise Tablo 4’te yer almaktadir.

Tablo 4

Ali’'nin Geometri Sorusunu Ispatlama Siirecindeki Ileri-Geri Hamleleri

Fikir Cikarim
Hamle Hipotez Hikim ———— — Cizim Yapma Yorum
- + YC BC
v v
‘ v v
Tleri 1
v
v v
v v
Geri 1 v 4
v v
) v v v v
Tleri 2
v
Geri 2 4 4 v
‘ v v v v
Tleri 3
v v
Geri 3 v v
ileri 4 v v
Geri 4 4 v
ileri 5 v v
v
Geri 5
v
v v
‘ v
Tleri 6
v v
v
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Tablo 4’ten goriildiigl iizere Ali, geometri sorusunun ispatinda toplam 6 ileri, 6 geri
hamle yapmistir. Ali, ispat1 yapmaya hipotezi kullanarak baslamistir. Ali’nin baslangi¢
hamlesi olarak hipotezi kullanmasi, ispat siirecini ileri yonde yapilandirdigina isaret
etmektedir. Baslangi¢ hamlesinde, hipotezde yer alan ag1 Olgiilerini dikkate alarak iki
iicgenin benzer oldugu ¢ikariminda bulunmustur. Bu ¢ikarimin ardindan hipotezdeki
ayni bilgilere dayanarak tiggenin bir kosesinden disa dogru belirli bir ag1 ol¢iisii
olusturarak bir iicgen ¢izme fikrini One slirmiistiir. Ancak bu fikri mevcut hamle
igerisinde uygulayamayip daha sonraki ileri hamlesinde (leri 2) uygulamustir. Bu
hamlesinde Ali’nin zihnindeki fikirlerini uygulayamadigina yonelik ifadeleri su
sekildedir:

Ali: Surada a, 2a olarak ayrilmis. Belki A késesinden bir o daha acabiliriz
diye diistintiyorum.

Aragtirmact 1: Yani su EAD ac¢isim bir a kadar daha ag¢mayr mi
diigtintiyorsun?

Ali: Evet. (Herhangi bir girisimde bulunmadan diisiinmektedir.)
Arastirmact 2: Su an heniiz emin degilsin sanirim, degil mi?
Ali: Aynen éyle.

Ali, eyleme gecirmedigi bu diisiincesinin ardindan basit ¢ikarimlarda bulunmus ve
benzer tiggenler olusturmak amaciyla iiggenin bir kenarina dik dogru parcasi gizmistir.
Cizdigi dogru pargasiyla benzer liggenler olusturdugunu diistinmiis ve bir benzerlik
orani yazarak yanlig bir ¢ikarimda bulundugunu fark etmistir. Bu yanlis ¢ikarimim fark
etmesinin ardindan hiikiimde verilen ifadelere odaklanarak ispat siirecini geri yonde
yapilandirdigini su sozlerle ifade etmistir:

Ali: E késesinden [AC] " ye bir dik indirdigimizde 8 lar1 ortak olan iki tane dik
tiggen benzerligi olusur.
Arastirmaci 1: Peki.

Ali: (Benzerlik oranlarint yazarak) % = % birbirine esit gelir. Hatta su

bile benzer oluyor.
Arastirmact 1: Peki... Hangi su benzer?

Ali: EAM iiggeni ile - Yok, onda olmuyor,; 2a imis orast pardon. EAM ii¢geni
digerlerine benzer olmuyor ciinkii agilar farkli. Bizden isteneni de dikkate
almaliyiz. Hiikiimde |DE| = 2x, |BE| = x demis.

Arastirmaci 2: |DE| = 2x yazdin. |BE| = x yazdin.
Ali: Buradakilerin ([DE] ile [BE]) birbiriyle ortak bir yere gelmesi lazim.

Hiikimde verilen dogru pargalari arasinda bir baglanti kurmaya c¢alisan Ali, bu
girisiminden olumlu sonug alamayarak ispat siirecini ileri yonde yapilandirmaya gecis
yapmustir. Boylece hiikiim iizerinden fikir tiretirken bunu bir kenara birakip daha dnce
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eyleme gegmeyen diisiincesine yonelik ¢izim yapmustir. Bu ¢izimi yaparak geri yondeki
yapilandirmalarini ileri yone tagimustir. Ispat siirecini yapilandirmada Ali’nin amaci,
ispatt yapabilmek ic¢in gerek duydugu bilgileri hipotez ile hiikiim arasinda yon
degistirerek toplamaktir. Bu ama¢ dogrultusunda hem hipotezi hem de hiikmii dikkate
alarak benzer iiggenler bulma, ek ¢izimler yapma, teoremler kullanma gibi c¢esitli
girisimlerle ileri ve geri hamleler arasinda gelgit yapmistir. Hipotez ve hiikiim arasinda
gel-gitler yapan Ali, topladig1 bilgilerle siirecin basinda yaptig1 ¢izimi birlestirerek ispati
tamamlamistir. Ali’nin ispat siirecini degerlendirirken, yaptig1 ek ¢izimi siiregteki en
onemli hamle olarak nitelendirdigi sozler asagida verilmistir:

Arastirmact 2: Simdi kafandaki o siireci kagida yansittin. Biraz da bana sozlii
olarak tekrar yansitmani istiyorum.

Ali: Bizi burada sona ulastiran ilk adim yaptigim ¢izim oldu bence. BC'yi
dogrusal bir sekilde uzattik. A’dan alfa agist yapacak kadar BC’ye bir dogru
parc¢ast indirdik. (...) Bu sorunun ¢oziimii su AK yi ¢izmekten ge¢iyormus. Yani
¢izim, gorme geometrinin ozeti diyebiliriz.

Ali’nin geometri sorusuna yonelik ispatinin tamami Sekil 2°de gosterilmistir.
Sekil 2

Ali 'nin Geometri Sorusuna Iliskin Ispati

ispat:
3oap= 320 X A Jact

) =i B |EQ

{BE) B E)
-
X A (kA boeredil Aeoramy
)= (AEO,,”.,,A
i 1AE) < Iadl 1B
Iﬂl)\ _‘ lj-lg,\_ = —A(\ / 2 ?’;T i ‘ID'E‘I
CORAUE -
v _ [BEl~x Bejny \P6)22y
25 PF) Ay =) 2i60= |9€)

Naz’m ve Can’in geometri sorusunun ispatint yapma siirecindeki ileri-geri hamlelerini
ayrintili bir sekilde gosteren zihinsel eylem haritalart Ek 1°de yer alan Sekil 5°te ve
Sekil 6’da verilmistir. Naz’in ve Can’in bu ispat slirecinde gerceklestirdigi ileri-geri
hamleler kapsamindaki zihinsel eylemlere iliskin ayrmtilar ise Tablo 5°te yer
almaktadir.
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Tablo 5

Naz ve Can’in Geometri Sorusunu Ispatlama Siirecindeki Ileri-Geri Hamleleri

4 v
Naz v v
fleri 1 v v v y
v v
Can , ,
v v
Naz v
i v v v
Geri 1 . .
v v
Can . . )
Naz v v %
4 v
v v
. v v
Tleri 2
Can v v
v v
v
v
v v v
v v v
v
Naz , g
v v
v
v v v
Geri 2 v v
v
v
Can v v
v v
v
v
v
fleri 3 Naz v v v
Geri 3 Naz v % "
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Tablo 5’ten goriildiigii iizere Naz, geometri sorusunun ispatinda toplam 3 ileri, 3 geri
hamle yapmistir. Hipotezi ele alarak ispat siirecine baslayan Naz, verilen agilar
iizerinden basit ¢ikarimlar yaparak ¢izim yapma geregi duymustur. Bu durum, Naz’in
ispat siirecine ileri yonde basladigin1 gostermektedir. fleri hamlede {iggenlerin benzerlik
orani ile ilgili bir ¢ikarimda bulunan Naz, bu oran igerisinde hiikiimde yer alan kenar
uzunluklarii aramistir. Bunun tizerine farkli bir tiggende benzerlik orani arayisina
girerek ispatin1 geri yonde sekillendirmeye baslamistir. Naz, iki ileri ve iki geri hamle
daha yaparak ispatin1 tamamlamistir. Bu siirecte Naz’in fikirler one siirdiigii ancak
yalnizca birini eyleme gegirdigi goriilmektedir. Ayrica, ilk iki hamlesi ile
kiyaslandiginda son dort hamlesinde ¢ok sayida ¢ikarim yaptigi dikkat cekmektedir.

Tablo 5’ten goriildiigii gibi Can, geometri sorusunda yer alan matematiksel
iliskinin ispatin1 yaparken toplam 2 ileri, 2 geri hamlede bulunmustur. Hipotezde yer
alan bilgileri kullanarak basit ¢ikarim yapan Can, ispatini ileri yonde yapilandirmak igin
hamle yapmustir. Hipotezde belirtilen dik iiggen, Can’1 geometrik sekil lizerinde yeni bir
dik liggen olusturma fikrine yoneltmistir. Ancak Can, bu fikrini uygulamayarak
hiikimde yer alan kenar uzunluklar iligkisine odaklanmigtir. Kenar uzunluklari
arasindaki iliskiye ulasabilmek i¢in benzer ya da es liggen arayigina girmistir. Bdylece
ispatinda geri yonde bir hamlede bulunmustur. Can, ispatini bir ileri ve bir geri hamle
daha yaparak sonlandirmistir; ancak ispatini tamamlayamamistir. Bu siiregte fikirler 6ne
stirerek bunlarin bir kismimi eyleme doniistiiren Can’in 6zellikle son iki hamlesinde
(fleri 2 ve Geri 2) basit ¢ikarim ve gikarim yaptig1 dikkat gekmektedir.

Ileri-Geri Tekniginin Cebir Sorusunda Kullammina Yénelik Bulgular

Bu baglikta 6gretmen adaylarmin cebir sorusuna yonelik ispat siirecleri incelenerek ileri-
geri hamleleri resmedilmistir. Ogretmen adaylarmin ispat siirecindeki hamleleri,
yazdiklart ispatlar ve bu ispatlar1 yaparken dile getirdikleri ifadeler araciligryla
belirlenmistir.

Akademik basarisi orta diizeyde olan Naz’in cebir sorusunun ispatini yapma
stirecindeki ileri-geri hamlelerini ayrintili bir sekilde gosteren zihinsel eylem haritalari
Ek 2’de yer alan Sekil 8’de verilmistir. Naz’in bu ispat siirecinde gergeklestirdigi ileri-
geri hamleler kapsamindaki zihinsel eylemlere iliskin ayrintilar ise Tablo 6’te yer
almaktadir. Tablo 6’dan goriildiigii gibi Naz, cebir sorusunun ispatinda toplam 2 ileri 2
geri hamle yapmustir. Ispat yapmaya hipotezi kullanarak baslayan Naz, ispatim ileri
yonde yapilandirmigtir. Bu hamlesinde hipotezde verilen esitsizligi dikkate alarak
yapabileceklerini diisiinmiis ve olast hamlelerini dile getirmistir. Bu olast hamlelerin
cebir alanindaki ispatlarda kullanilan genel yaklasim oldugu yorumunu yaparak ispat
stirecinde deneyimlerinden yararlandigina isaret etmistir. Ardindan hipotezde verilen
ifadenin kiipiinii almay1 diisiinmiis ve bu diigiinceyi eyleme gegirerek geri hamlesine
geemistir. Naz’in bu siiregteki diisiinceleri ileri ve geri hamleler arasindaki gecisin ne
kadar esnek olabildigini ve ayn1 zamanda ne kadar i¢ ice oldugunu gostermektedir.
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Tablo 6

Naz i Cebir Sorusunu Ispatlama Siirecindeki lleri-Geri Hamleleri

Fikir Cikarim
Hamle Hipotez Hikim — Varsayim _ Yorum
- + BC C
. v v
Ileri 1
v
v v
Geri 2 v v
v
v v v
. v
Ileri 2
v v
v
v v
v v
v
Geri 2 v v
v v
v v
v

Naz’m ileri hamleden geri hamleye gecisini yansitan kesit asagida sunulmustur:

Naz: a+b = 0 verilmis. Simdi benim aklima boyle sorularda direkt yani
cebirsel sorularda x* + y?'nin sifirdan biiyiik oldugunu kullanmak gelir ya da
toplamin karesini alip sifirdan biiyiik olmasi gibi seyler gelir.

Aragtirmact 1: Neden onlar gelir?

Naz: Ciinkii boyle sorularda hep boéyle bir ¢ikis noktast oluyor. (Bir siire
diigtiniir.). Simdi a + b > 0 verilmis.

Arastirmact 1: Evet ve esit verilmis.

Naz: a+b'nin kiipiinii de alsam yine sifirdan biiyiik olacak.
Arastirmact 1: Onun kiipiinii alma diisiincesi aklina nereden geldi?
Naz: Burada sonug yani hiikiimde a3, b® oldugu igin.

Hiikiimde reel sayilarin kiipii mevcut oldugundan hipotezde verilen ifadenin kiipiinii
alan Naz, bu siire boyunca geri hamlesini yapilandirmistir. Kiip alma ve degiskenleri
ortak carpan parantezine alma gibi eylemlerde bulunan Naz, yaptig1 eylemlerden bir
yere ulagsamayacagl yorumuyla ileri yonde bir hamleye gecis yapmustir. Naz’in geri
hamleden ileri hamleye gecisini yansitan sozler su sekildedir:
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Aragtirmact 1: Su an yazdigindan vaz mi gegtin? Neden vazgectin?

Naz: Ciinkii boyle bir sey [hiikiimdeki ifade] gelmeyecek gibi buradan. (Bir
siire diistiniir.). (a + b)? biiyiiktiir sifirdan. Burada zaten sifirdan biiyiik
toplamlart dedigi i¢in hani. Demeseydi de yine aynist olurdu.

Arastirmaci 2: Yani farklarimin karesini mi demek istiyorsun?
Naz: Evet, yine pozitif olur.

Arastirmact 2: Iki reel sayimin toplaminin veya farkimn karesini aldigimizda
stfirdan biiyiik oldugunu soyledin.

Naz: Simdi sunu... Beni bunlara ulastirabilecek burada ne olabilir diye
diigtintiyorum.

Arastirmact 1: a? b + ab?'ve nasil ulasirim acaba diye mi diisiiniiyorsun?

Naz: Aynen. Sey diisiindiim mesela bunlart paranteze falan alsam acaba bir
sey olur mu? (Bir siire diigiiniir). Su an birbirine benzer o kadar sey var ki.
Ama ne yapacagimi bilmiyorum.

Naz, yaptigi eylemlerin kendisini hiikiimdeki ifadeye ulastirmayacagini dile
getirmesinin ardindan hipotezde verilen esitsizlige odaklanarak basit bir ¢ikarimda
bulunmustur. Béylece hipotezi dikkate alarak yaptig1 basit ¢ikarimla ispatini ileri yonde
yapilandirmaya gegis yapmistir. Onceki hamlelerinde elde ettigi esitsizlikleri de dikkate
alarak derin bir diisiinme siirecine giren Naz, elinde ¢ok fazla esitsizlik olmasinin bir
sonraki adima karar vermesini giliclestirdigini belirterek, ileri yondeki hamlesini
sonlandirmistir. Bu asamada dikkatini tekrar hiikiimdeki ifadeye yonlendiren Naz,
ispatini1 geri yonde uygun eylemlerle yapilandirarak tamamlamustir.

Naz’m sayilart teorisi sorusuna yonelik ispatinin tamami Sekil 3’te
gosterilmistir.

Sekil 3
Naz’n Sayilar Teorisi Sorusuna Iliskin Ispati
Ispat: ' ablady)
e )
(c--sl:))3 . adalallha Bubxb 20
‘oklo* )
(o) 20
% - (a+%)

S . ) (°‘,|'7~) )
o420k tb 2 L [oPabxe ab
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1 —~ "y
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Ali’nin ve Can’in cebir sorusunun ispatini yapma siirecindeki ileri-geri hamlelerini
ayrintili bir sekilde gosteren zihinsel eylem haritalart Ek 2’de yer alan Sekil 7°de ve
Sekil 9’da verilmistir. Ali’nin ve Can’in bu ispat siirecinde gerceklestirdigi ileri-geri
hamleler kapsamindaki zihinsel eylemlere iliskin ayrintilar ise Tablo 7°de yer
almaktadir.

Tablo 7

Ali ve Can’in Cebir Sorusunu Ispatlama Siirecindeki Ileri-Geri Hamleleri

Hamle Oi‘retmen Hipotez Hiikiim _ Fikir Varsayim Clk& Yorum
day1 - + BC C
Geri Ali v v
. v v
fleri Al v v
Can v v
. v v v
Ali v
. v v
Geri v v
Can v v
v
Ali v v
v v v
. v
Ileri Can v
v v
v
v v
Geri Ali v v
v
v v
v v
v
v
fleri Ali v
v
v
v v
v
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Tablo 7°de goriildiigii iizere Ali, cebir sorusunda yer alan matematiksel iliskinin ispatini
yaparken toplamda 3 geri, 3 ileri hamlede bulunmustur. Ali, geometri sorusundan farkli
olarak bu ispat siirecine geri bir hamleyle baslangi¢ yapmistir. Baska bir ifadeyle ispat
stirecine hiikiim ifadesine odaklanarak baslamistir. Bu odaklanmanin sonucunda ise bir
diistince ortaya atarak eyleme gegirmemistir. Ancak hipotez bilgilerini gozden gegirerek
ispatini ileri yonde yapilandirma girisiminde bulundugunda bu diisiincesini eyleme
gecirmistir. Boylece Ali, ispat siirecini geri yonden ileri yone dogru yapilandirarak
ispatin1 tamamlamistir. Ali’nin son hamlelerinde ilk hamlelerine goére yorum yapma ve
fikir 6ne siirme bakimindan daha aktif oldugu goriilmektedir.

Tablo 7’de goriildiigii gibi Can, cebir sorusunun ispatinda toplam 2 ileri 1 geri
hamle yapmustir. Ispatini ileri yonde yapilandiran Can’in bu hamlesine yonelik dile
getirdigi diisiince, hipotezde verilen ifadenin karesini almaktir. Bu hamlesinin gerekgesi
soruldugunda ise hiikiimde yer alan ifadeye ulagsmasini saglayacak yardimei ifadelere
ulasmay1 hedefledigini dile getirmistir. Boylece Can, hiikmii dikkate aldigina isaret
ederek ispatia geri yonde hamlelerle devam etmistir. Can’m son hamlesinde (ileri 2)
¢ikarimlar yaparak ispatin1 tamamladigi dikkat cekmektedir.

Tartisma, Sonu¢ ve Oneriler

Arastirma sonucunda Ogretmen adaylarmin akademik basari diizeyi fark etmeksizin
gerek geometri gerekse cebir sorularina yonelik ispat siirecinde ileri-geri hamlelerini
bilingli olmasa da yogun bir sekilde gerceklestirdigi goriilmiistiir. Hipotezin hiikmii
gerektirdigini gosterme egilimine sahip olan ispat, ozellikle iiniversite miifredatinin
temel bir bilesenidir (Jones, 2000). Universite diizeyinde farkli derslerde bu
gerektirmeyi gosterme egilimi esnasinda ikna edici bir argiiman dizisi olusturulur. Bu
derslerde yapilan ispatlar, her ne kadar hiikiim ifadesinin hipotezin dogru oldugu
varsayimiyla ulasilan mantiksal bir sonug oldugunu gosterme ¢abasi olsa da bu siiregte
hiikiim ve hipotez arasinda gelgitler yapmak kaginilmazdir. Solow (2014) ispati,
baslangi¢c noktasi ‘hipotez’ ve bitis noktas1 ‘hiikiim’ olmak {izere bir labirent igerisinde
¢ikis yolu bulmaya benzetmistir. Sadece baslangi¢ noktasini dikkate alarak ilerlerken
yanlis yola girmek miimkiin olabileceginden bitis noktasindan baslangic noktasina
dogru geri yonde takip edilmesi gereken yollar1 da g6z ardi etmemek gerekir (Solow,
2014). Dolayisiyla bir ispat siirecini tek yonlii olarak yapilandirmak, farkli yonleri goz
ard1 ederek ispat adimlarimi belirleme noktasinda ¢esitli engeller olusturabilir. Bu
dogrultuda ispat siirecinde hem hipotezden baslayarak ileri yonde bir diisiince
yapilandirmast hem de hiikiimden baglayarak geri yonde bir diisiince yapilandirmasi s6z
konusudur. Manin (1992) ise aksiyom, tanim ve teoremleri bir yol {izerindeki 6nemli
duraklara, yolun kendisini ise ispata benzeterek yoldaki her bir giizergahtaki duraklara
ugrama sirasinin ispatin gerektirdigi esneklikte olabilecegini ifade etmistir. Boylece
onermenin ispatinda esnek yollar insa edilebilecegini vurgulamistir. Yapilan bu
benzetmeler, bir dnermenin hipotezi ve hilkkmii arasinda ‘yol veya yollar’ insa etme
stirecinde iki yonlii (ileri ve geri) dinamik eylemler gerceklestirildigini gdstermektedir.
Bu c¢alismada da adaylarin tamami, ispat igin bir yol inga etme siirecinde bir yandan

Bogazigi Universitesi Egitim Dergisi Cilt 40-2(2)



Matematik Ogretmen Adaylarinin Ispat Siireci 245

¢ikis noktasi olarak hipotezi dikkate alirken diger yandan varilacak nokta olarak hiikkmii
dikkate almay1 ihmal etmemistir.

Arastirmada akademik basaris1 yiiksek olan Ogretmen adaymnin ispat
stirecindeki ileri ve geri hamle sayilarinin diger 6gretmen adaylarina gore fazla oldugu
goriilmiistiir. Ayrica akademik basaris1 yliksek ve orta diizeyde olan Ogretmen
adaylarinin her iki onermenin de ispatin1 tamamlayabildigi; ancak akademik basarisi
diistik diizeyde olan 6gretmen adaymin yalnizca sayilar teorisine yonelik 6nermenin
ispatin1 tamamlayabildigi belirlenmistir. Akademik basar1 diizeyi diisiik aday tarafindan
tamamlanan ispat incelendiginde ise ileri ve geri yondeki hamle sayisinin diger adaylara
gore daha az sayida oldugu dikkat ¢gekmektedir. Bu durum akademik basart ile ispati
tamamlayabilme becerisi arasinda ileri ve geri hamle sayis1 bakimindan dolayl: bir iligki
olabilecegi fikrini giindeme getirmektedir Ispat siirecinde hamle sayisinda bir artigin
meydana gelmesi, farkli durumlarin ele alinabildigi anlamima gelmektedir. Akademik
basarisi yiiksek olan aday, tutarli argiimanlar iiretmek i¢in hem ileri hem de geri yonde
yeni hamleler yapmaktan g¢ekinmemistir. Ozellikle, bir yénde ilerleme saglayamadig
durumda diger yone gegis yapan aday, timdengelimsel argiiman {iretme miicadelesinde
hipotez ve hiikiimde yer alan ifadeleri her defasinda farkli bir yoniiyle kullanma
¢abasinda olmustur. Akademik basarisi yliksek olan adaym ileri ve geri yonde yeni
hamleler yapmaktan ¢ekinmemesi, farkli bilgileri (hipotez, hiikiim, tanim, teorem vb.)
dikkate alarak diisiinsel ve eylemsel girisimde bulundugunu gostermektedir. Bu durum
ozellikle ispati tamamlamak igin diisiincede esnekligin Onemini gostermektedir.
Krutetskii (1969) esnek diisiinmeyi bir diigiincenin tersine ¢evrilebilirligi olarak
nitelendirmektedir. Spiro ve Jehng (1990) ise esnekligi bireyin bilgilerini durumun
gerektirdigi taleplere uygun olarak yeniden yapilandirabilme becerisi olarak
tanimlamistir. fleri ve geri yonde fazla sayida hamle yapan adayin diger adaylara gore
hipotez ve hiikiim arasinda esnek bir sekilde yon degistirmesinin ilgili durumun
gerektirdigi ‘diislinceyi tersine ¢evirme’ eylemini gergeklestirme bakimindan daha iist
diizey bir beceriye sahip oldugunu gostermektedir. Bu adayin her iki sorudaki ispati
tamamladigi da gbz Oniine alinirsa ispatt tamamlamanin diislincedeki esneklikle
iliskisinin dolayli da olsa mevcut oldugu ihtimali akla gelmektedir. Problem ¢6zme
olarak nitelendirilebilen ispat yapmanin (Weber, 2005) en 6nemli bilesenlerinden biri
ise Ogrencilerin mevcut bilgilerini yeni baglamlarda kullanabilme esnekligine sahip
olmasidir (Warner vd., 2003). Bu noktada sorulabilecek dikkate deger sorulardan biri
“Ogrencilerin mevcut bilgilerini ispat yaparken yeni baglamlarda kullanabilmeleri ve
esnek diisiinebilme becerisi kazanmalar1 i¢in neler yapilabilir?” sorusudur. Bu
dogrultuda o6gretmen adaylarmin ispat yapma deneyimi kazanabilmeleri ve esnek
diistinme becerisi edinebilmeleri i¢in uygun bir ispat 6gretim siirecinin tasarlanmasi
onemlidir. ‘Bir énermenin ispatin1 nasil gdsterebilirim?’, ‘Ispatta hangi durumlarda ne
gibi argiimanlar kabul edilebilirdir?’, ‘Bu arglimanlar ispat zincirinde nasil
kullanilabilir?’ gibi ¢esitli sorulara verilen yanitlarla elde edilen bilgiler arasinda
baglanti kurma firsati, 6grencilerin diisiinme esnekligine katkida bulunmay1 amaglar
(Dreyfus ve Eisenberg, 1996). Bu sorulara yanit bulma siireci bireyi diisiinmeye tesvik
etmekle birlikte farkli bilgileri uygun iligskilendirmeler yaparak kullanma firsati sunar.
Diger taraftan matematik¢ilerin ispat yapma siireclerinin yapisiin pedagojik bir
perspektifle ispat 6gretimine yansitilmasi da dnemlidir. Moore (1994) matematikgilerin
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akademik caligmalarinda genellikle “sezgi-deneme-hata yapma-varsayimda bulunma-
ispat” seklinde bir ilerleme gosterdiklerini ancak lisans derslerinde 6grencilere “tanim-
teorem-ispat” seklinde bir ispat 6gretim yaklasimi sergilediklerini belirtmistir. Bu iki
durum arasindaki tutarsizlik, 6grencilerin ispat1 yaratici bir insa siirecine doniistiirmesini
saglamaktan ziyade insa edilmis hazir bir iiriin olarak 6grenmesine neden olmaktadir
(Tall, 2002). Bu dogrultuda gerek Ogretmenler gerekse Ogretim elemanlarinin ispat
ogretiminde ileri-geri teknigini benimsemesi etkili 6grenmelerin 6niinii agabilir.

Ogretmen adaylarmin ispat siirecindeki ileri ve geri hamle sayisi birbirinden
ayrt olarak degerlendirildiginde ise akademik yonden daha basarili olan 6gretmen
adaylarinin geri hamle sayisinin daha fazla oldugu dikkat ¢ekmektedir. Bu durum,
akademik basaris1 daha yiiksek olan dgrencinin ispatini yapilandirma stirecinde sik sik
ulagsmaya calistigi sonuca doniis yaptigini gostermektedir. Solow (2014) ileri-geri
tekniginde hiikkmii dikkate alarak “Bu ifadenin dogru oldugunu nasil gosterebilirim?”
sorusuna yanit verebilmenin ispatin en dnemli noktalarindan biri oldugunu belirtmistir.
Bu soruyu anahtar soru olarak nitelendiren Solow (2014), anahtar soruya yanit
verebilmenin belirli miktarda yaraticilik, sezgi ve deneyim kullanmay1 gerektirdigini
vurgulamistir. Benzer sekilde Moore (1994) ispatin sezgi, inang, bilgi ve bilissel
beceriler gibi birgok faktdrden dogrudan etkilendigini belirtmistir. Bu bakimdan geri
hamle sayis1 fazla olan 6gretmen adayinin daha fazla bilgiye ve deneyime sahip oldugu
yorumu yapilabilir. Hiikiim ifadesinin birkag¢ kez sorgulanmasi gerek hipotez bilgilerinin
nasil kullanilacagi gerekse ispatta gelinen noktadan sonra nasil ilerlenecegi yoniinde
onemli bir katki sunmaktadir. Bu bakimdan ispat siirecinde hiikiim ifadesine ulagmak
icin neler yapilacag: iizerine birgok kez diisliniilmesi ispatin tamamlanmasinda énemli
bir rol oynamaktadir. Diger taraftan, ispat1 yapilandirma siirecinde hiikmiin dikkate
alinmasimi gerektiren ispat yontemlerinin yogun kullanimi 6zellikle geri hamlelerin
sayisin1 ve niteligini destekleyebilir. Bu dogrultuda 6gretmen adaylarinin bir 6nermenin
hiikmiinii de dikkate alarak diistincelerini yapilandirmalarina yardimer olmak igin alan
derslerinde ispat yontemlerinden biri olan ¢eliski ile ispat Orneklerine daha sik yer
verilmesi etkili olabilir. Celiski yontemi ile ispat, bir Onermenin yanlis oldugu
varsaymminin ¢eliskiye neden olacagimi gdstermeyi amaglar (Hine ve McNab, 2014).
Daha agik bir ifade ile geliski yontemiyle ispat, bir 6nermenin onciilii olarak verilen
hipotezden onermenin hiikmiinii dogrudan tliretmenin zor oldugu durumlarda yaygin
olarak kullanilan bir yontemdir (Otani, 2019). Celiski ile ispat yonteminde p=q
seklinde verilen bir Onerme ispatlanirken p A g Onermesinde bir ¢eligki aranir.
Dolayistyla bu yontemde hipotez ve hiikkmiin degili varsayimi iizerinden ispat
yapilandirilir. Bu yontemin kullanilmasi, ispat yapma siirecinde yalnizca hipotezi
dikkate almanin yeterli olmayacagini dgrencilere gostermesi bakimindan onemlidir.
Nitekim Polya (1957) dolayli ispat yonteminin 6grencilerin diislincelerini daha {ist
seviyelere cikarabilmesine imkan sagladigini iddia ederek bu yontemin kullaniminin
tesvik edilmesinin temel diisiinmeden ileri diisiinmeye gegcise katkisina vurgu yapmustir.
Benzer sekilde olmayana ergi yontemi, hiikkmiin degilini dikkate almay1 gerektirdiginden
derslerde bu yontemin kullanimini tesvik edecek tiirde Onermelere yer verilmesi
ogrencilerin geri hamlelerini yapilandirmasina imkan taniyabilir.
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Geometri ve cebir sorular1 ayri ayr1 degerlendirildiginde ise geometri sorusuna
iliskin ispat siirecinde akademik yonden basari arttikca ileri hamle sayisiin arttig
goriilmiistiir. Cebir sorusunda ise akademik anlamda orta diizeyde basariya sahip
Ogretmen adayr ile diisiik diizeyde basariya sahip Ogretmen adaymimn ileri hamle
sayilariin esit oldugu fark edilmistir. Bu agidan dikkat ¢eken bir diger sonug, adaylarin
tamaminin geometri sorusundaki ileri ve geri hamle sayilarinin toplammin cebir
sorusundaki ileri ve geri hamle sayilarinin toplamindan fazla olmasidir. Bu durum,
geometri sorusunun hipotez ve hiikiim arasinda daha esnek gelgitler yapma potansiyeli
oldugunu ve uzamsal olarak sundugu gorsellikle adaylarin hipotez ve hiikiim arasinda
iliski kurma girisimlerine daha dinamik bir ivme kazandirmis olabilecegi ihtimalini akla
getirmektedir. Atiyah (2001) geometrinin “uzay” ile cebirin ise “zaman” ile iligkili
oldugu vurgusuyla statik bir evrende manipiilatif eylemler yiiriitiilemeyeceginden
cebirin dogas1 geregi statik olmadigini; buna karsin geometrinin statik oldugunu
vurgulamistir. Bu perspektiften incelendiginde cebir sorusunun ispat siireci, sayilar ve
degiskenler tizerinde birbiri ardina hesaplamalar ve algoritmik eylemler yiiriitmeyi
gerektirmesi nedeniyle dinamik bir dogaya sahiptir. Dolayisiyla adaylarin cebir
sorusunda hipotez ve hiikiim arasinda yapacagi gelgitlerin sayisinin geometri sorusuna
gore daha yogun olacagi varsayiminda bulunulabilir. Ancak bu ¢alismadan elde edilen
sonug, cebir sorusunun ispatinda adaylarin ileri ve geri hamle sayisinin daha fazla
olacagi varsayiminin tam tersidir. Bu sonucun ortaya ¢ikmasinda etkili olan bir etken,
Ogretmen adaylarmin {niversiteye geometrik ispat deneyimleri ile gelmelerinden
kaynaklantyor olma ihtimalidir. Ball vd. (2002), ogrencilerin lisede kendilerini
genellikle temel diizeyde geometrik ispat yapma etkinlikleri igerisinde bulduklarini
ifade etmistir. Benzer sekilde De Guzman vd. (1998) lisans diizeyindeki 6grencilerin
yaklasik ticte birinin geometrik ispatlara asina olarak iiniversiteye geldiklerini
belirtmistir. Bu bakimdan 6gretmen adaylarinin geometri sorusunun ispatinda hamle
sayilarinin daha fazla olmasinda geometrik ispatlara liseden asina olmalarinin dogrudan
ya da dolayli bir etkisi olabilir. Nitekim {ilkemizde uygulanan lise 6gretim programinda
(Milli Egitim Bakanligi [MEB], 2018) geometri problemlerinde kullanilan teoremlerin
elde edilmesine iliskin kazanimlara yer verilmesinin 6grencileri geometrik ispat yapma
deneyimine yonlendirdigi sdylenebilir.

Caligma sonucunda 6gretmen adaylarinin bir matematiksel iliskinin ispatina
ileri yonde bir hamleyle baglama egilimlerinin daha fazla oldugu dikkat ¢ekmektedir.
Ancak akademik basarisi iyi diizeyde olan 6gretmen aday1 cebir sorusuna iliskin ispat
stirecine geri yonde bir hamleyle baslamasi bu sonugla iligkili istisnai bir durumdur. Bu
istisnai durum, geometrik ispatlarin olusturulmasinda hiikiim bilgisinin hipotez
bilgilerini kullanma anlaminda yon verici bir rol oynamasina bagli olarak ortaya ¢ikmis
olabilir. Lin ve Yang’in (2007), geometrik ispatlarin anlagilmasinda mevcut geometri
bilgilerinin ispat siirecini baslatma islevi gordiiglinii ifade etmesi bu durumu destekler
niteliktedir.

Ispat siirecini ileri ya da geri yonde yapilandirirken farkli eylem tiirlerinin
ortaya ¢iktigi goriilmiistiir. Bu bakimdan ispat siirecinin sekillenmesinde ileri ve geri
yondeki hamlelerde ifade edilen fikirler (eyleme gecen ya da ge¢meyen), varsayimlar,
basit ya da daha kapsamli ¢ikarimlar, yapilan ¢izimler ve yorumlar da incelenmelidir.
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Matematiksel ispat yaparken One siiriilen fikirlerin, kullanilan 6rnek ya da karsit
orneklerin, yapilan c¢ikarimlarin incelenmesi; bireylerin ispat yapma yeterliligine
yonelik ipuglart barindirmaktadir (Lee, 2016). Dolayisiyla 6gretmen adaylariin ileri ve
geri yondeki hamle sayilarinin yani sira bu siire¢ iginde gerceklesen zihinsel eylemlerin
de karsilastiriimas1 dnemlidir. Ogretmen adaylarmin ispat siirecindeki iirettikleri fikir
sayilar1 incelendiginde akademik basarilarina bagli olarak bir degisim oldugu
gbzlenmistir. Bu degisim, akademik bagar1 diizeyi yiikseldik¢e ortaya atilan fikir
sayisinin artmasi seklindedir. Akademik basarinin belirlenmesi, bireyin kendisinde var
olan potansiyeli gosterebilme yetenegine baghidir (Bulus vd., 2011). Bu noktada
akademik basaris1 yiikksek olan Ogrenciler hedef belirleme, sorgulama, planlama,
inceleme gibi eylemleri gerceklestirmede daha etkin bireylerdir (Garavalia ve Gredler,
2002). Dolayisiyla bu tiir Ogrenciler Ogrendiklerini nerede, nasil ve neden
kullanacaklarina iliskin bir farkindaliga sahiptirler. Bu dogrultuda &grencilerin
akademik basarilariyla dogru orantili olarak sorulara daha farkli bakis acis1
gelistirebilmeleri miimkiin olup belirtilen sonug {izerinde etkili olabilir. Gerek geometri
gerekse cebir sorusuna iligkin ispat siireclerinde fikir sayilarinin benzer sekilde
gergeklestigi fark edilmistir. Ancak ispat siirecinde ileri siiriilen fikirlerin biiyiik
¢ogunlugunun cebir sorusuna yonelik ispat1 olustururken eyleme ge¢mesi dikkat ¢eken
durumlar arasindadir. Ispat siirecindeki gikarimlar basit ya da kapsamli olarak ayirt
edilmeksizin incelendiginde akademik basaris1 diisiik diizeyde olan dgretmen adayinin
ozellikle de geometri sorusu ile ilgili ¢ikarimda bulunma egiliminin daha az oldugu
dikkat ¢ekmektedir. Buna karsin ispat siirecinde 6gretmen adaylarinin yaptiklari ile ilgili
yorumlarda bulunma bakimindan akademik basar1 diizeyleri anlaminda kayda deger bir
farkliligin olusmadigi gozlenmistir. Bu durum, bir kisinin kendi yaptiklar1 iizerine
aciklamalarda bulunmasinin daha kolay olmasindan kaynaklanabilir. Ayrica yorumlarin
kisiye 0zgili olmasina bagli olarak dogrulugu ya da yanligliginin aranmamasi bu durum
iizerinde etkili olabilir.

Ispat siirecinde ortaya cikan eylemlerin geometri ve cebir alanlarina bagl
olarak degisim gosterdigi fark edilmistir. Bu dogrultuda geometri ve cebir alanina 6zgii
sirastyla ¢izim yapma ve varsayimda bulunma seklinde zihinsel eylemler ortaya
¢ikmistir. Geometri alanina 6zgii olan ¢izim yapma eylemi dikkate alindiginda
akademik basarist iyi diizeyde 6gretmen adaymnin orta ve diisiik diizeyde akademik
basariya sahip 6gretmen adaylarma gore daha fazla ¢izim hamlesinde bulundugu dikkat
¢ekmektedir. Bu durum, akademik basarisi iyi diizeyde olan 6gretmen adayinin ispat
stirecinde daha fazla ek ¢izim yaparak akil ylirlitme girisimi anlaminda diger adaylardan
bir adim 6nde olduguna isaret etmektedir. Cizim yapma eylemi dogasi geregi yeni
hamle girisimlerini beraberinde getirmektedir. Baska bir ifadeyle yapilan c¢izimler
iizerinden cesitli fikirler yiiriiterek ardindan gelebilecek ispat adimlar iizerine diigiinme
firsat1 saglamaktadir. Dolayisiyla ¢izimler cesitli bilgilerin kullanimma (6r., teorem
kullanimi, benzer veya es lggenler belirleme, cebirsel islemler yliiriitme) zemin
hazirlamaktadir. Palatnik ve Dreyfus (2019) ek ¢izimlerin yapilmasinin kurallarin,
formiillerin ve tanmimlarin hatirlanmasma ya da manipiile edilen sekil {izerinden daha
farkli bilgiler edinilmesine katki sagladigini belirterek bu durumu desteklemektedir.
Cizim yapma siklig1 ise ispat stirecinde disiincelerin daha zengin ve esnek oldugunun
bir gostergesidir. Bu dogrultuda akademik basarisi iyi diizeyde olan &gretmen adayinin
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¢izim yapma agisindan diger adaylara gore daha 6n planda oldugu fark edilmektedir. Bu
bakimdan ispat siirecinde akademik basarisi iyi diizeyde olan dgretmen adayinin diger
adaylara gore daha cesaret isteyen girisimlerde bulunma egilimde oldugu soylenebilir.
Cebir alanina 06zgli olan bir eylem tirli olarak belirlenen varsayim agisindan
degerlendirildiginde ise akademik basart bakimindan herhangi bir degisimin mevcut
olmadig1 dikkat cekmektedir. Bununla birlikte geometri ve cebir alanlarina bagli olarak
iki farkli tema altinda zihinsel eylemler ortaya ¢iksa da ¢izim yapma ve varsayim
temelde ayni cati altinda degerlendirilebilir. Bir baska ifadeyle alanlardaki farklilik
dogrultusunda tema isimlerinde bir degisim olsa da bu temalar altinda gerceklesen
eylemlerin anlamlar1 bakimindan bir kesisim oldugundan soz edilebilir. Her iki eylemin
gergeklestirilme amacinin sonraki ispat adimlarinin sekillenmesini saglamasi bu durumu
aciklar niteliktedir.

Bu arastirma kapsaminda geometri ve cebir alanindan birer soruya yer
verilmesi, elde edilen sonuglar bakimindan aragtirmanin bir smurliligi olarak
degerlendirilebilir. Buna karsin bu arastirmada 6gretmen adaylarinin ileri-geri teknigini
kullanma durumlarinin derinlemesine incelenmesinin amaglanmasi, soru sayisinin kisitlt
olmasini gerektirmistir. Bu bakimdan ileride yapilacak ve 6gretmen adaylarnin ileri-
geri teknigini kullanmasii incelemeyi gerektirecek arastirmalarda soru sayisi
arttirllabilir. Boylece ispatlanacak 6nerme sayisinin arttirilmasinin 6gretmen adaylarimin
ileri-geri hamle sayisinin ve bu hamlelerdeki eylemlerinin niteligini nasil etkiledigi
incelenebilir.

Egitimsel Yansimalar

1. Ispat yapma bir problem ¢dzme siirecidir. Bu siirecte yeni yollar bulmanin en
onemli adimlarindan biri hipotez ve hiikiim arasinda ileri ve geri yonde
calisarak tutarll argiimanlar {iretebilmektir. Ozellikle iiniversite diizeyinde
sunulan matematigin ispat yapabilme becerisi gerektirmesi, 6grencilere bu
diizeyde bir ispat &gretiminin nasil yapilmasi gerektigi sorusunu giindeme
getirmektedir. Ogrencilere ispatin hazir bir iiriin olmaktan ziyade zihinsel bir
miicadele neticesinde insa edildigini deneyimleme firsati verilmesi bilyilik
onem tasimaktadir. Bu noktada iiniversite diizeyindeki matematik derslerinde
Ogretim lyeleri tarafindan ileri-geri tekniginin kullanilmas: yararli olabilir.
Ogretim iiyelerinin bir ispat1 yaparken bu teknik aracihigiyla diisiincelerini sesli
olarak ifade etmeleri, 6gretmen adaylar1 i¢in ispati yaratict bir insa siirecine
doniistiirme imkani sunabilir.

2. Ogrencilerin ispata genellikle hipotezden yola ¢ikarak ileri yonde hamlelerle
basladiklar1 goriilmektedir. Ancak ispatin tamamlanabilmesi i¢in ileri yondeki
hamleler kadar geri yondeki hamlelerin de Onemli oldugu g6z ardi
edilmemelidir. Ileri ve geri hamle sayisinda belirli bir ahengin oldugu
ispatlama siireclerinin ¢ikarim, varsayimda bulunma, fikir 6ne siirme gibi
eylem tiirleri agisindan daha zengin oldugu agiktir. Bu nedenle ispatin basarili
bir sekilde tamamlanabilmesi igin ileri ve geri yonde esnek ¢alismaya imkan
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tantyan dogrudan ve dolayli ispat yontemlerine derslerde daha sik yer verilmesi
faydali olabilir.

Akademik basar1 ile diistincedeki esneklik arasindaki iliski géz Oniinde
bulundurularak ispat dgretiminde (ve ispat uygulamalarinda) her diizeyden
ogrenciyi tesvik edecek pedagojik girisimlerin desteklenmesi oldukga
onemlidir. Ispat dgretiminde teorem ispatlarini hazir bir {iriin olarak sunmak
yerine hiikmii dikkate alarak “Bu ifadenin dogrulugunu nasil gosterebilirim?”
sorusuna Onerilen fikirlerin uygun olup olmadigmin tartigilmas: fikirler
acgisindan zengin bir tartigma ortami olusturmak igin olduk¢a faydali olabilir.
Ispat yaparken -6zellikle geri yonde calisirken- bu soruya verilen yanitlar kadar
bu yanitlarda yaraticilik, sezgi ve deneyimlerin nasil kullanildigina 6grencilerin
bizzat sahit olmalar1 onlarin kendi ispatlarin1 olugturma girisimlerine katki
sunacaktir. Bu girisim Ogrencilerin 6zellikle ileri ve geri yonde esnek
calisabilme becerisi kazanabilmeleri i¢in mevcut bilgilerini nasil kullanmalart
gerektigine dair bir ongorii kazanmalarina da destek olabilir.

Ispat siirecinde ileri ya da geri hamle sayis1 kadar bu hamleler sonucunda
olusan diislinceler agmin bir bitin halinde degerlendirilerek ispatin
tamamlanmasi olduk¢a dnemlidir. Akademik basarinin yiiksek diizeyde olmast
ile ileri ve geri hamle sayisinin fazla olmasi arasinda dolayli da olsa bir iliski
oldugu soylenebilir. Bu bakimdan, dgretmen adaylarinin ispat siirecinde ileri
ve geri hamle sayisini artiracak eylemlerin desteklenmesinin hem akademik
basarilarin1 hem de ispatt tamamlayabilme becerilerinin gelismesine destek
olmasi bakimindan 6nemli oldugu iddia edilebilir.
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The Analysis of the Employment of the Forward-Backward Technique by
Mathematics Pre-service Teachers

Abstract

The study aims to depict the mental actions of mathematics pre-service teachers during the process of proof,
with the employment of the forward-backward method. Clinical interviews were conducted with three pre-
service mathematics teachers, whose academic achievements were good, moderate and low, based on one
geometry and one algebra questions. Mental maps for the forward-backward technique were developed based
on the analysis of the proof processes adopted by each pre-service teacher, and the role of these maps in the
achievement of the proof was discussed. The results demonstrated that three pre-service teachers intensively
employed the forward-backward technique in proof, albeit not always consciously, regardless of their
academic achievement levels and the field of the question. It was determined that the number of forward-
backward steps increased with the increase in academic achievements of the pre-service teachers. Since the
technique allows the faculty members to express their ideas verbally, this could provide the opportunity to
turn proof into a creative construction process for the pre-service teachers.

Keywords: proof, forward-backward technique, pre-service mathematics teacher
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Neslihan Sénmez, Tugba Oztiirk ve Biilent Giiven
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