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ABSTRACT

This research was carried out in order to reveal how the mental processes of pre-service mathematics teachers
are while making mathematical proofs and solving problems, and what their views are about the thinking aloud
method. Within the scope of this research based on the case study design, 4 pre-service teachers were asked to
express their thoughts aloud, to solve 2 problems, and to do 2 algebraic proofs. Teacher candidates' thinking-
aloud processes were video-recorded. The data obtained by transcribing the videos were analyzed and
interpreted with the descriptive analysis method. As a result of the research, it was seen that although the pre-
service teachers had a general understanding of how to prove the theorem and problem-solving, they did not
know how to advance the process of proving and problem-solving and how to use the knowledge they had
before in a way suitable for their purpose. In addition, according to the pre-service teachers who participated in
the application, the thinking aloud method is a method that develops higher-order thinking and allows the
individual to understand what he or she is really thinking.
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oz

Bu arastirma matematik 6gretmeni adaylarinin matematiksel ispat yaparken ve problem ¢ozerken zihinsel
suireglerinin nasil ilerledigini ve sesli diisinme yontemine iliskin gorislerinin neler oldugunu ortaya cikarabilmek
amaciyla yapilmistir. Durum galismasi deseninin esas alindigi bu arastirma kapsaminda 4 6gretmen adayindan
diistincelerini sesli olarak ifade ederek 2 problemi ¢ézmeleri ve 2 cebirsel ispati yapmalari istenmistir. Ogretmen
adaylarinin sesli diisinme siregleri video ile kayit altina alinmistir. Videolar transkript edilerek elde edilen veriler,
betimsel analiz yontemi ile analiz edilerek yorumlanmistir. Arastirma sonucunda 6gretmen adaylarinin teorem
ispatinin ve problem ¢6zimunin nasil olacagina yonelik genel bir anlayisa sahip olmalarina ragmen, ispat yapma
ve problem ¢6zme siirecini nasil ilerleteceklerini ve 6nceden sahip olduklari bilgileri amacina uygun bir bicimde
nasil kullanacaklarini bilemedikleri gorilmustir. Ayrica uygulamaya katilan 6gretmen adaylarina gore sesli
disinme yontemi Ust dluzey dustinmeyi gelistiren ve bireyin gergekte ne disindiguni anlamasina imkan
taniyan bir yontemdir.

Anahtar Kelimeler: Problem ¢6zme, matematiksel ispat yapma, cebirsel ispat, matematik 6gretmeni adaylari,
sesli dislinme
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Giris

GUnimizde matematikgilere goére matematik hem
teorem ispatlama hem de problem ¢ézmedir (Cellucci,
2017). Problem ¢bzme ve matematiksel ispat yapma
birden fazla siire¢ ve asamayi iginde barindiran karmasik
dislinsel etkinliklerdir. Bu karmasik diistinsel etkinlikler
sirasinda bireylerin dusincelerini 6grenebilmek ve nasil
bir muhakeme siirecinden gectiklerini ortaya ¢ikarabilmek
icin dlstncelerini s6zli olarak ifade etmelerine ihtiyag
duyulmaktadir. Gines’e (2012) gore sesli dislinme,
diisinme sire¢ ve asamalarini sozciklerle ifade etme
islemidir.  Dolayisiyla bu arastirmada matematik
dgretmeni adaylari (MOA)'nin problem ¢dzme ve ispat
yapma sirasindaki zihinsel sireglerinin sesli duslinme
yontemi yardimiyla somutlastiriimasi ve agiga ¢ikarilmasi
amaclanmaktadir.

Bu bolimde oncelikle ispata, problem ¢ézmeye ve bu
ikisinin iliskisine yonelik literattr aktarilacak, ardindan
sesli disiinme yontemi ile ilgili bilgi verilecektir. Bu sekilde
okuyucu problem ¢dzmenin ve ispat yapmanin énemi ve
sesli distinmenin bu iki distinsel stireci ortaya koymadaki
etkisi hakkinda fikir sahibi olacaktir. Bu arastirma
kapsaminda MOA’nin matematiksel ispat yapma ve
problem ¢dzme sireglerinin sesli diisinme yéntemi ile
incelenmesi ve uygulamaya katilan MOA’nin sesli
disinme yontemine yonelik gorislerinin  aktarilmasi
hedeflenmistir.

Matematikte ispat Yapma ve Problem Cé6zme

Problem ¢6zme analiz ve sentez yapmayi gerektiren,
problemle ilk karsilasma aninda baslayip verilen bilgiler
1Isiginda elde edilen cevabin gézden gegirilmesiyle sona
eren bir siirectir (Krulik ve Rudnick, 1989). Ogrenciler
matematik problemlerini ¢ozerek matematik 6grenme
ortaminin disinda alisiimadik durumlarda da disiinme
yollari, sabir ve merak aligkanlklari ve 6zgiiven kazanirlar
(National Council of Teachers of Mathematics [NCTM],
2000). Ozel bir problem durumunu gérsellestirmek icin
problem ¢o6zlicliiniin problemleri kendi kelimeleriyle
aciklamasi ya da yeniden ifade etmesi; resimler cizerek,
diyagramlar ya da grafikler olusturarak ve zihinsel imgeler
olusturarak  problemleri  gorsellestirmesi; hedefler
belirlemesi ya da varsayimda bulunmasi ve problemi
¢ozmek icin bir plan olusturmasi gerekir (Montague ve
Applegate, 2000). Problem ¢6zmenin daha ileri bir seviyesi
olan matematiksel ispat (Mamona-Downs ve Downs,
2005) ise cesitli olgular hakkinda icgori gelistirme ve
diisiinceleri ifade etme olanagi sunar (NCTM, 2000). ispat
yapma ile problem ¢6zme arasindaki temel fark; ispatta bir
argimanin kesin bir dille ifade edilmesi icin bazi kurallara
uyulmasi ve ispatin bir dizen iginde sunulmasi
gerektigidir, oysa problem ¢ézmede bdyle bir durum
yoktur (Mamona-Downs ve Downs, 2005). Ayrica problem
¢6zmede, apacik gorlinen olgularin (asikar durumlarin)
kabul edilmesine izin verilirken; ispat yapmada
dogrulamanin resmi olarak kabul edilen matematiksel
dilde ifade edilmesi gerekmektedir (Mamona-Downs ve
Downs, 2013).

Problem ¢dzme ve ispat yapma siireglerinin her ikisi de
belirli asamalardan olusan sireglerdir. Polya’ya (1945)
gore problem ¢6zme siireci; problemi anlama, ¢éziim igin
plan hazirlama, plani uygulama ve degerlendirme olarak
dért asamadan olusmaktadir. Oncelikle problem
anlasiimal, ikinci olarak gesitli 6gelerin nasil baglantili
oldugu ve bilinmeyenin verilenlerle nasil baglantili oldugu
gorilerek bir plan yapilmali, ardindan bu plan
gerceklestirilmeli ve son olarak tamamlanmis ¢6zim
gozden gecirilerek tartisilmalidir. Nadir durumlarda bir
Ogrencinin aklina son derece parlak bir fikir gelebilir ve
tim asamalan atlayarak dogrudan ¢6ziime ulasabilir.
Ancak béyle bir durum olmaksizin bu asamalarin herhangi
biri atlanirsa sire¢ basarisizlikla sonuglanabilecegi igin
asamalarin her biri ayri bir 6neme sahiptir (Polya, 1945).

ispatin yapisini alti asamada ele alan Boero’ya (1999)
gore bu asamalar; varsayimin uretilmesi, ifadenin formile
edilmesi, varsayimin igeriginin arastirilmasi, arglimanlarin
secilerek timdengelimli bir zincir halinde siralanmasi,
mevcut matematiksel standartlara goére argimanlarin
diizenlenmesi ve formal bir ispata yaklagmadir.
Yesilyurt-Cetin ve Dikici'ye (2021) gére ispat yapma siireci
hipotezi belirleme, hikmi belirleme, kullanilacak ispat
yontemini  belirleme, islem basamaklari (hipotezi
kullanma; tanim, ozellik, kavramsal bilgileri secip
kullanma; 6nceki bilgileri kullanma ve islem yapma) ve
ispati  tamamlama olmak Uzere bes asamadan
olugmaktadir. Bir ispatta bu basamaklarin herbirinin yer
almasi zorunlu degildir. ispat yapilirken éncelikle varsayim
belirlenir (hipotezi belirleme), ardindan bu varsayimdan
yola cikilarak yargi olusturulur (hikmi belirleme) ve
uygun ispat yontemine karar verilir (ispat yontemini
belirleme). ispat yapma siirecinde tanimlardan (tanim
kullanma), ispat 6ncesinde bilinmesi gereken yardimci bir
teoremden ya da ispat slirecinde ulasilan bir bilgiden
(6nceki  bilgiler) faydalanmak gerekebilir.  Ayrica
matematiksel kavramlar ve bunlara yonelik bilgilerin
hangilerinin kullanilacagina karar vermek (kavramsal
bilgileri secip kullanma), silire¢ icerisinde olusturulan
hipotezin kullanimi gerekmisse bu hipotezi kullanmak
(hipotezi kullanma), matematiksel bir 6zelligi kullanmak
(6zellik kullanma) ve gesitli cebirsel islemler yapmak (islem
yapma) da gerekebilir. Son olarak ispat yapma siirecinde
ulasilan batin bilgileri bir diizen ¢ergevesinde ele alarak
gerekli ¢ikarimin yapilmasi ve ispatin sonlandirilmasi
gerekmektedir (ispati tamamlama) (Yesilyurt-Cetin ve
Dikici, 2021). Her iki ispat asamalandirmasinda (Boero,
1999 ve Yesilyurt-Cetin ve Dikici, 2021) da bu basamaklar
zorunlu ve hiyerarsik olmak zorunda degildir. ispatin
yapisina gore asamalarin varligi ve sirasi degiskenlik
gosterebilir.

Gorildagu gibi hem matematiksel ispat yapma siireci
hem de problem ¢6zme siireci yogun bir zihinsel aktiviteyi
ve dislnceleri analiz ederek ilerlemeyi gerektirir. Her iki
sirecte de birey ya dnceki distincesini teyit eder ve bir
sonraki dislinceyi insa ederek ilerler ya da onceki
distuncesini yanlslayarak yeni bir argiman olusturup bu
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argiman Uzerine dislinerek ilerler. Bu yogun zihinsel
sureglerin hem Ogretici tarafindan hem de bireyin kendisi
tarafindan daha iyi anlasilabilmesi igin dusincelerin
sozlere dokilmesi gerekebilir.

Sesli Diisiinme

Sesli dugslinme yonteminde amag; bir etkinlik sirasinda
ortaya ¢ikan zihinsel islem, siire¢ ve duslnceleri ortaya
¢ikarmaktir. Bu yontem 06grencinin sorgulama, sorun
¢6zme, karar verme, elestirel dislinme gibi zihinsel
becerilerini gelistirmek amaciyla da kullanilir (Glnes,
2012). Problem ¢6zme ve matematiksel ispat yapmada
sesli diistinme yontemi uygulanirken; bireyden denedigi
ya da uyguladigi yontem ve tekniklerle siireg icerisindeki
diisiincelerini sesli olarak ifade etmesi istenmektedir. Hem
problem ¢6zme hem de matematiksel ispat yapma birden
fazla disinme silire¢ ve asamasini iginde barindiran
karmasik sireglerdir. Bu nedenle bireyin problem
¢Ozerken ya da ispat yaparken ne dusindigiini, neyi
neden yaptigini, hangi bilgileri kullandigini iyi tespit etmek
gerekmektedir. Bunun igin de bir sdzellestirme islemine
ihtiya¢ duyulmaktadir. Glines’in (2012) aktarimina gore
Gérard Scallon, sesli diisinmenin bir sdzellestirme islemi
oldugunu ve problem ¢ézme sireglerini kolaylastirdigini,
problem ¢6zme sirasinda bireylerin distindiiklerini ylksek
sesle sdylemelerinin hem ¢6zim sirecine hem de dogru
sonuca ulasmaya katki sagladigini ayrica 6grencilerin bu
suregte izledikleri yol ve yontemlerin agikliga kavusmasina
yardim ettigini belirtmektedir.

Diusinme silrecini olumsuz etkilemeyen bir yontem
olan sesli dislinmede birey dislncelerini yorumlamaz ve
disuncelerini belirli bir forma getirmez, o an aklina geldigi
sekilde konusur (van Someren, Barnard ve Sandberg,
1994). Ogrencilerin problem ¢6zerken gelistirdikleri
stratejileri farkh problemlere ve farkhh durumlara da
uygulayabilmeleri igin problem ¢ézme siireci sirasindaki
dislinceleri Gzerine de diisiinmeye tesvik edilmelidirler
(NCTM, 2000). Ogrenciler problem ¢dzme siirecinde
yliksek sesle dustinirken kendi zihinsel silireglerine
odaklanirlar ve kendi dislinceleri lzerine disiinmeye
baslarlar. Neyi, neden yaptiklarina yonelik bir 6z bilis ve 6z
farkindalk gelistirirler. Sesli diisinme pratikleri arttik¢a
dogal olarak bu 6z bilis ve 6z farkindalik diizeyi de artar.
Dolayisiyla  Ogrenciler sesli  disinme  ydntemini
kullandik¢a problem ¢ézme ve ispat yapma sireglerinde
kendi zihinsel ve bilissel siireglerinin farkina varirlar ve
bilingli bir bicimde siireglerini ilerletirler.

Ogrenme siirecinde cogu zaman nerede hata yapildig
bilinmeden ilerlendigi i¢cin mevcut hatalar yeni yanlis
o0grenmeleri de beraberinde getirmekte ve sonugta
Ogrenci, icinden g¢ikilamaz bir eksik/yanhs bilgi aginin
icinde kaybolma tehlikesiyle karsi karsiya kalmaktadir.
Problem ¢6zme ve ispat yapma slirecinde neyi neden
yaptiginin farkinda olan ve nasil dislindigline yonelik bir
fikir  gelistirebilen  6grenci ise dogru bilgilerini
pekistirebilme ve yanls 06grenmelerini de dizeltme
imkanina sahip olacaktir. Dolayisiyla 6gretim siirecine sesli
diisinme yontemi dahil edilerek 6grencilerin problem
¢6zme ve ispat yapma siireglerindeki hatalarinin ve
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zihinsel siireglerinin agiga cikarilabilecegi ve bdoylelikle
sirecin daha etkili bir sekilde yapilandirilabilecegi
dusiinilmektedir. Bu baglamda da MOA’nin problem
¢O6zme ve ispat yapma sireglerinin sesli diisinme yontemi
ile incelenmesi, zihinsel streglerinin agiga ¢ikarilmasi ve
yapilan  hatalarin  MOA tarafindan  farkedilmesi
gerekmektedir. Bu gereklilik baglaminda bu arastirma ile
MOA’nin problem ¢ézme ve ispat yapma siireglerinin sesli
disinme yontemi ile incelenmesinin ve zihinsel
sureglerinin agiga cikarilmasinin yani sira sesli diislinme

sireci  hakkindaki  gorislerinin tespit  edilmesi
amaglanmigtir.
Alanyazinda problem ¢6zme sireglerinin  sesli

diisiinme yéntemi ile incelendigi calismalarin (Ozkubat ve
Ozmen, 2017; Rosenzweig, Krawec ve Montague, 2011;
Deshpande, Riccomini, Hughes ve Raulston, 2021) yani
sira matematiksel ispat yapma sireglerinin sesli disinme
yontemi ile incelendigi ¢alismalara da (Oztiirk, 2021;
Oztiirk ve Kaplan, 2022; Yesilyurt-Cetin ve Dikici, 2020,
Yesilyurt-Cetin, 2017) rastlaniimistir. Ancak hem problem
¢6zme hem de matematiksel ispat yapma sireglerinin
sesli disinme yontemi esas alinarak incelendigi bir
calismaya rastlanilmamistir. Ayrica uygulama siirecine
katilan ve dolayisiyla sesli didstinme sireci hakkinda
deneyim kazanmis olan MOA’nin gérislerine de vyer
verilmistir. Tim bunlar gbz 6nlne alindiginda bu arastirma
alanyazinda 6zgtin bir yere sahiptir.

Bu arastirma kapsaminda
sorularina cevap aranmistir.

1. MOA’nin matematiksel ispat yaparken ve problem

¢Ozerken zihinsel suregleri nasil ilerlemektedir?
2. MOA’nin sesli diisiinme yéntemine iliskin goriisleri
nasildir?

asagidaki  arastirma

Yontem

Bu arastirmada nitel arastirma yéntemi esas alinmis ve
durum galismasi deseninden faydalanilmistir.
Arastirmacinin tzerinde ¢ok az kontrole sahip oldugu es
zamanli durumlarin “nasil” ve “neden” sorulari sorularak
incelenmesi olan durum ¢alismalarinda gercek hayattaki
bir olgunun derinlemesine incelenmesi amaclanir (Yin,
2009). Bu arastirmada; MOA’nin problem ¢dzme ve ispat
yapma durumlarina odaklaniimis, arastirma sonucunda
sesli disiinme yontemi yardimiyla elde edilen bulgular
zengin bir sekilde betimlenmistir. Arastirma kapsaminda
MOA’nIn problem ¢dzme ve ispat yapma durumlarinin
nasil ilerledigi ile bu siregteki dogru ve yanhslarinin olasi
nedenleri ortaya ¢ikarilmaya ¢alisiimistir.

Katilimcilar

Bir devlet Universitesinin matematik 6gretmenligi
boltima 2. sinif 6grencilerinden soyut cebir ve sayilar teorisi
derslerinde, ders icerisinde yoneltilen problemleri sézle
ifade ederek ve matematiksel ifadeleri kullanarak ¢6ziime
ulasan ve birinci arastirmaci ile sorunsuz iletisim kurabilen
dgrencilerden  géniillilik esasiyla secgilen 4 MOA
arastirmanin katilimcilarini olusturmaktadir. Katihmcilarin
arastirmaci ile sorunsuz iletisim kurabilmesi, problem



Yesilyurt Cetin and Dikici / Cumhuriyet International Journal of Education, 12(4): 868-881, 2023

¢ozme ve ispat yapma sireglerinde dislncelerini
cekinmeden ifade edebilmeleri ve sesli dusiinme
yonteminin etkili bir bicimde kullanilabilmesi agisindan
onemlidir. Birinci arastirmaci katilimcilarin danismanhgini
yuriitmesi sebebiyle 6grenim sirecinde katilimcilarla
strekli iletisim halinde olmus ve dolayisiyla sesli diisinme
strecinde katilimcilarla sorunsuz iletisim kurulabilmistir.
Buna ek olarak sesli distinme siireglerinde katilimcilarin
cekinmeden kendilerini ifade edebilecekleri bir ortam
olusmustur.

Veri Toplama Araci

Bu arastirmada iki matematiksel problemin ¢6ziim
sireci ve iki teoremin ispat slreci incelenmistir.
Uygulamada kullanilacak teoremler belirlenirken 2. sinif
mufredatina ait soyut cebir ve sayilar teorisi-I dersi esas
alinmis, 6gretmen adaylarinin bu derse yonelik temel
bilgilerini  kullanarak ispatlayabilecekleri iki teorem
secilmistir. Universite diizeyinde matematik ve matematik
egitiminin en 6nemli derslerinden biri olan soyut cebir, ispat
gerektiren tanim ve teoremlerle doludur (Agustyaningrum,
Husna, Hanggara, Abadi ve Mahmudi, 2020; Yesilyurt-Cetin
ve Dikici, 2021). Bu arastirmada da veriler ikinci
arastirmacinin yirittcisi oldugu soyut cebir ve sayilar
teorisi dersi kapsaminda toplanmistir. Bu sebeple
uygulamada hangi teorem ispatlarinin ve problemlerin
kullanilacagina arastirmanin amacina uygun olarak ve
katilmcilarin  aldiklari  cebir dersleri g6z 06niinde
bulundurularak arastirmacilar tarafindan gorus birligi ile
karar verilmistir. Kullanilan teoremlerin ve problemlerin
ezbere  dayall  olmaksizin  muhakeme  vyapilarak
¢oziilebilecek olmasina 6zen gosterilmistir. Teoremler,
ezbere dayanmaksizin ispati yapilabilecek, grup kavramina
yonelik temel teoremlerden secilmistir. Problemlerden her
ikisi de ezbere dayali olmayan problemlerden segilmis
olmakla beraber 3. problem birden fazla ¢6zim vyolu
icerdigi, 4. problem ise muhakeme etmeyi gerektirdigi icin
uygulamaya dahil edilmistir. Uygulamada kullanilan teorem
ve problemler sunlardir:

1. “G bir grup ve VY a,b € G icin (ab)? = a?b? ise G
degismelidir. Gosteriniz.”

2. “n € Z olmak lzere nZ = {na:a € Z} kiimesi Z nin
bir alt grubudur. Gosteriniz.”

3. Bir depoda bulunan 44 litre su 4, 5 ve 6 litrelik li¢
kapla, kaplar tam doldurulmak kosuluyla baska bir depoya
aktarilacaktir. Her kap en az bir kez kullanilmak kosuluyla bu
suyun tamami en az kag kapla aktarilabilir?

4. A={a,b,c,1,2,3,4} kimesinin 4 elemanl alt
kiimelerinin kag¢ tanesinde rakam sayisi harf sayisindan
fazladir?

Uygulama Siireci

Uygulamada kullanilacak teorem ve problemlere
MOA’nin egitim siirecleri gdz dniinde bulundurularak karar
verilmistir. Tim uygulamalar sesli dlisiinme yonteminde
deneyim kazanmis olan birinci arastirmaci tarafindan 6zel
bir odada her bir katiimciyla ayri ayri yapiimistir. Uygulama
oncesinde her bir katilimciya ayri ayri sesli diisiinmenin ne
oldugu, distncelerini sesli olarak nasil ifade edebilecekleri

anlatilmis ve 6rneklendirilmistir. Ayrica bu uygulamada
problemi ¢ozerken ve ispati yaparken ne dustindiklerinin
dolayisiyla da problemi ¢dzme ve ispati yapma siireclerinin
aciga cikarilmasinin - amaglandigr  bilgisi  verilmistir.
Uygulama sirasinda katiimcilarin sesli diisinme strecinden
kopmasini engellemek, diistinceleri hakkinda daha fazla
konugmasini saglamak ya da arastirma igin daha fazla veri
Uretimini saglamak amaciyla arastirmaci, katilimcilara ‘Ne
distindyorsun? ve Neden ... yaptin?’ gibi cesitli sorular
yoneltmistir. Ogretmen adaylari bu uygulamalarla hem sesli
diisinme yontemi ile tanismis hem de bu yontemle ilgili bir
deneyim kazanmiglardir. Dolayisiyla uygulama sonunda da
O0gretmen adaylarinin sesli dusiinme yontemi ile ilgili
gorisleri alinmistir.

Verilerin Analizi

Ogretmen adaylarinin ¢dziim siiregleri video ile kayit
altina alinmistir. Videolarin transkript edilmesiyle elde
edilen bulgular betimsel analiz yontemi ile analiz edilerek
yorumlanmistir. Betimsel analizde “bulgular dizenlenmis
ve yorumlanmis bir bigimde okuyucuya sunmak” amaciyla
veriler, agik bir bicimde betimlenerek yorumlanir, “neden-
sonug iligkileri irdelenir ve birtakim sonuglara ulasihr”
(Yildirim ve Simsek, 2008: 224). Bu arastirmanin bulgulari da
O6gretmen adaylarinin diisiinme siregleri esas alinarak soru
soru diizenlenmis ve yorumlanmis bir bicimde okuyucuya
sunulmus ve elde edilen veriler, agik bir bicimde
betimlenerek neden-sonug iliskileri ortaya cikariimig ve
birtakim sonuglara ulasiimistir.

Ogretmen adaylarinin sesli diisiinme siiregleri ve
yaptiklari islemler birlikte ele alinarak analiz edilmistir.
Verilerin analizinde Polya’nin (1945) problem ¢6zme
adimlari ve Yesilyurt-Cetin ve Dikici’nin (2021) ispat yapma
stirecine yonelik temel bilesenleri esas alinmistir. Problem
¢dzme adimlarinin her biri ayri dneme sahiptir ve bu
adimlardan  herhangi  birinin  atlanmasi  ¢dziimde
basarisizliga sebep olabilir (Polya, 1945). Ancak ispat
sirecine yonelik asamalar zorunlu olmamakla birlikte
hiyerarsik ya da sirali bir diizene sahip degillerdir, ispatin
yapisina goére kullanilan bilesen ya da asama
degisebilmektedir (Yesilyurt-Cetin ve Dikici, 2021; Boero,
1999). Bu arastirma kapsaminda ele alinan teoremlerden 1.
teoremin ispatinda hipotezi ve hiikmi belirleme, hipotezi
kullanma, islem yapma, 6zellik kullanma, kavramsal bilgileri
segip kullanma ve ispati tamamlama bilesenleri varken; 2.
teoremin ispatinda ise hipotezi ve hilkkmi belirleme, tanim
kullanma, dnceki bilgileri kullanma, islem yapma ve ispati
tamamlama bilesenleri vardir.

MOA'nin sesli diisiinme yéntemine iliskin gérisleri de
bituncil bir yaklasimla okuyucuya dogrudan aktarilmis ve
olusan kodlar Cizelge 1'de sunulmustur.

Gegerlik ve Giivenirlik

Bu arastirma kapsaminda sesli diisinme yodntemi
yardimi ile veriler derinlik odakli toplanmis; inandiricilig
saglayabilmek icin elde edilen sonuglar birbirleriyle
karsilastirilarak yorumlanmis ve dogrudan alintilar ile
okuyucuya aktarilmistir. Ayrica uygulama 6ncesinde birinci
arastirmacinin  katilimcilarla uzun siireli etkilesimi s6z
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konusudur. Uygulama sirasinda ise sorular katilimcilara
benzer yaklasimlarla yoneltilmis, verilen cevaplar video ile
dijital ortamda kaydedilerek nesnellik saglanmistir.
Calismada katilimcilarin belirlenmesi ve veri toplama sireci
betimlenerek butiinliik igerisinde okuyucuya sunulmustur.
Bu arastirmada 6gretmen adaylari igin takma isimler
kullanilmistir. Uygulamaya katilan MOA’ya uygulamaya
baslamadan o©nce; katilimin istege bagh oldugu, kisisel
bilgilerinin  korunacagi ve uygulamaya katilmaktan
vazge¢meleri durumunda herhangi bir olumsuzluk
yasamayacaklari bilgisi verilmistir.
Arastirmada elde edilen veriler farkli zaman araliklariyla tg
kez analiz edilmis ve verilerin analizinde arastirmacilar ortak
calismiglardir. Ayrica verilerin analizinde iki farkli uzmandan
da goris alinmgtir.

Arastirmanin Etik izinleri

Yapilan bu calismada “Yiksekogretim Kurumlari
Bilimsel Arastirma ve Yayin Etigi Yonergesi” kapsaminda
uyulmasi belirtilen tiim kurallara uyulmustur. Yonergenin
ikinci bolim{ olan “Bilimsel Arastirma ve Yayin Etigine
Aykiri Eylemler” baghg altinda belirtilen eylemlerden
hicbiri gerceklestirilmemistir.

Etik kurul izin bilgileri:

Etik degerlendirmeyi yapan kurul ad:
Universitesi Sosyal ve Beseri Bilimler Etik Kurulu

Etik degerlendirme kararinin tarihi: 31.12.2020

Etik degerlendirme belgesi toplanti sayisi/karar no:
15/21.

Atatirk

Bulgular

Bu baslik altinda MOA’nin matematiksel ispat yapma
ve problem ¢ézme siireglerine ve sesli disinme yontemi
hakkindaki gorislerine yonelik bulgulara ve yorumlara yer
verilmistir. Sesli dislinme yonteminde veri yogunlugu
fazla oldugu icin bir matematiksel ispatin ve bir problemin
analizi detayl olarak sunulmus digerleri igin ise ¢6zim
orneklerine yer verilmistir.

MOA’nin Matematiksel ispat Yapma ve Problem
Cozme Siireglerine Yénelik Bulgular ve Yorumlar

MOA’nIn matematiksel ispat yapma ve problem ¢ézme
sureglerini inceleyebilmek ve bu sirecteki dislincelerini,
varsa yanlig ve eksik 6grenmelerini agiga gikarabilmek igin
sesli diisinme yontemi araciligiyla elde edilen bulgular bu
baslik altinda sunulmustur.

Problem ¢6zme siirecinde MOA’'nin  problemi
anlamalari, ¢6zim icin bir plan gelistirmeleri, plani
uygulamalari ve ¢ézimi degerlendirmeleri beklenirken;
ispat yapma siirecinde Resim 1 ve Resim 2’de sunulan
bilesenleri/asamalari yerine getirerek ispatlar
tamamlamalari beklenmistir.

Resim 1’de gorildiugu gibi birinci teoremin ispatinda
hipotez ve hilkiim belirlenerek ispata baslanir. Hipotezden
yola gikilarak islemler yapilir ve grupta birlesme ozelligi
kullanihr. Ardindan ters eleman ve etkisiz eleman
kavramlarina yonelik bilgiler de kullanilarak hilkme varilir
ve gerekli ¢ikarim yapilarak ispat tamamlanir.

Ispat:

a  (ab)(ab)b™! = a”1(aabb)b~? olur.

(e ta)ba(bb™) = (a ta)ab(bb™1) olur.
Grupta ters eleman dzelliginden;

ebae = eabe olur.

Buradan grupta etkisiz eleman dzelliginden;
ba = ab olur.

Dolayisiyla ¢ degismelidir.

Teorem: G bir grup ve ¥ a, b € G igin (ab)? = a®b? ise G degismelidir. Gosteriniz.
G bir grup ve ¥ a, b € G icin (ab)® = a®b? ise ba = ab oldugunu gostermeliyiz.
(ab)? = a®b? esitliginden (ab)(ab) = aabb yazilabilir.

Bu esitligi soldan a ™! ve sagdan b~ lile ¢arparsak;

G bir grup oldugundan grupta birlesme dzelliginden;

Hipotezi ve Hikmi
Belirleme

Hipotezi Kullanma

islem Yapma

Ozellik Kullanma

Kavramsal Bilgileri
Secip Kullanma

Kavramsal Bilgileri
Segip Kullanma

Ispati Tamamlama

Resim 1. Birinci teoremin ispati ve bilesenlerine ayrilmasi
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(Z, +) grup oldugundan x, y € Z igin x — y € Z dir.
nx —ny = n(x — y) € nZ oldugundan

nZ, Z nin bir alt grubudur.

Teorem: n € Z olmak iizere nZ = {na: a € Z} kiimesi Z nin bir alt grubudur. Gésteriniz.
ispat: V nx,ny € nZ icin x, y € Z olup, nZ < Z oldugunu géstermeliyiz.

V nx,ny € nZ i¢in nx — ny € nZ ise nZ < Z olacaktir.

Hipotezi ve Hitkmii Belirleme

Tanim kullanma
Onceki Bilgileri Kullanma
Islem Yapma

Ispati Tamamlama

Resim 2. ikinci teoremin ispati ve bilesenlerine ayrilmasi

Resim 2’'de ise ikinci teoremin ispat slirecine yonelik
bilesenler gorilmektedir. Burada ise hipotez ve hiikim
belirlendikten sonra alt grup tanimi, grup olma sartlari ve
grup islemine yonelik 6nceki bilgiler kullanilarak islemler
yapilir ve ispat tamamlanir. Burada “V nx,ny € nZ igin
nx —ny € nZ ise nZ < Z olacaktir.” basamagi, alt grup
olma o6zelligini ifade eden gerek ve yeter sartl bir teorem
oldugu icin tanim (alt grup tanimi) kullanma bileseni
olarak ele alinmistir.

1. Teoremin ispatina yénelik bulgular.

Ogretmen adaylarinin cevaplari incelendiginde, Ayda
ve Beste degismeli olma sartini matematiksel olarak
formal bir bicimde ifade edebilmis, hipotezi ve hikmi
belirleyebilmis, grup o6zelliklerini ifade etmeden ters
eleman ve etkisiz eleman o6zelliklerine yonelik kavramsal
bilgileri kullanarak ispati tamamlamislardir. Beste,
“Iyazdigi esitlikteki b=1.b yi géstererek] b nin tersi ile
carparim ki buradan b ler birim eleman olsun.” diyerek
grupta ters eleman 6zelligini s6zli olarak ifade etmistir
ancak formal bir dizende yazmamistir. Bu durum
Beste’nin grup Ozelliklerini bildigi ve kullanabildigi ancak
formal matematiksel yazima uygun bigimde yazma geregi
duymadigi seklinde yorumlanmistir. Benzer olarak Ayda
da “Tersiyle ¢arpicam [Esitligin her iki yanina da . b~ ve
alt satira da ‘aba = a?b’ yazd..] olucak. Eee sonra su
taraflari [yazdigi ikinci esitligin her iki yaninin solunu
goOstererek] a nin tersi ile ¢arpicam. Bunlar [a lari
gostererek] gitsin diye [Esitligin her iki yanina soldan ‘a™*’
yazd..]” ifadelerinden anlasilacagi tizere birim eleman ve
ters elemana yonelik kavramsal bilgilere sahip olmasina
ragmen sozli olarak ifade etmemis ve formal bir bicimde
yazma geregi duymamistir. Ayda’nin tersine Beste ispati
tamamlama bilesenine yonelik ifadeyi yazmistir. Arzu
hipotezden yola gikarak ve ters elemana yonelik kavramsal

bilgileri secip kullanarak islemlere baslamis,
“(ab)(ab)b™ = a?b?b~'” buradan “aba =" yazmis
olmasina ragmen islemlerini ilerletememis, degisme
ozelliginin ne oldugunu ifade etmemis ve ispati

yapamamistir. Banu ise Arzu’nun aksine degisme 6zelligini
matematiksel olarak ifade etmis ancak etkisiz eleman ve
ters elemana yonelik kavramsal bilgileri secip
kullanamadigr  i¢in  ispati  yapamamistir. Teorem
ifadesinden hipotezi ve hikmi g¢ikarsayamayan Banu,
“(ab)? = a®b?[yazarak] ab nin parantez karesi a kare b
kare oldugunu gésterecegiz.” diyerek ispata baslamistir.
Dolayisiyla hangi kabulle neyi gostermesi gerektigini
anlamamis oldugu gorilmdistir. Banu’nun islemlerini
yaparken “Eger grupsa parantezleri kaldirabiliriz.” ifadesi,
birlesme 6zelliginin grup olma sarti oldugunu bildigini
gosterse de islemlerini ilerletememistir. Sesli diisinmeye
devam ettikce aslinda ne yapmasi gerektigini kismen de
olsa anlayan Banu’nun sesli disiinme siirecinin bir bolumi
su sekilde ilerlemistir: “Su esitlikten [yazdigi ‘abab =
a?b?’ esitliginin sag tarafini gostererek] ben direk burayi
[teorem ifadesinde yazan ‘G degismelidir.” i géstererek]
bulmayacak miyim zaten? (..) Ay tamam ya simdi
anladim. Bunu da a c¢arpi a b ¢arpi b yazalim [Yazdigi
‘abab = a?b?’ esitligindeki a?>b?’nin altina ‘aabb’ yazd..]
(..) [‘abab = aabb’ yazd..]. Suradan [‘abab = aabb’
esitligindeki ‘abab’ deki ‘ba’ yi géstererek] ben bunu a
carpi a b ¢arpi b yazmam igin [‘aabb = aab’ yazdi.] Su
[‘abab = aabb’ esitligindeki ‘abab’ deki ‘ba’ yi
gdstererek] ba nin ab ye esit olmasi gerekir. Buradan da
dedismeli oldugu géziikiir zaten.” Gorulduga gibi Banu,
son adimda hipotezi kullanabilmis ve ‘abab = aabb’
yazmis olsa da neyi kabul ederek neyi gosterecegini
bilemediginden yani hipotezi ve hikm
belirleyemediginden ve devaminda da kavramsal bilgileri
secip kullanamadigindan ispati yapamamistir. Ogretmen
adaylarinin sesli diisinme siregleri incelendiginde grup
ozelliklerini bilseler bile bu 6zellikleri nasil kullanacaklarini
bilmedikleri gériilmistir. Yani MOA kavramsal bilgileri
secip kullanmada sorun yasamistir.

Ogretmen adaylarinin ispatlamasi  beklenen 1.
teoremin ispati ile Ayda’nin ispat yapma ve sesli diislinme
sureci asagidaki gibidir:
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Teorem: G bir grup ve V a, b € G igin (ab)? = a?b? ise G degigmelidir. Gosteriniz.
ispat:
G bir grup ve ¥ a, b € G igin (ab)? = a?b? ise ba = ab oldugunu géstermeliyiz.

sagdan b~ tile qarparsak;

dzelliginden;
(a *a)ba(bb™) = (a *a)ab(bb™") olur. Grupta ters eleman 6zelliginden;
ebae = eabe olur. Buradan grupta etkisiz eleman 6zelliginden;

ba = ab olur.

Dolayisiyla G degismelidir.

(ab)? = a?b? esitliginden (ab)(ab) = aabb yazilabilir. Bu esitligi soldan a™! ve

a ‘(ab)(ab)b™! = a *(aabb)b~! olur. G bir grup oldugundan grupta birlesme

(ab)* = a*h?ise G degismelidir. G'dsteﬁn‘ig

G birgrupve Y a,b € G igin
k= b

b oLt

- -1
QQ\DQ-QJ !’)

A )
]:\Q : \,'\

Resim 3. Birinci teoremin ispati ve Ayda’nin yaptigi ispat

Ayda: Once bunu [Teorem ifadesinde gecen (ab)?’yi
gostererek] agiyorum. [abab = a?b?yazd..] Sonra hani
bu tarafta [Esitligin sag tarafini géstererek] a kare b
kare var ya burada da [Esitligin sol tarafini géstererek]
sadece surayi [yazdidi ‘abab’deki ilk ‘ab’yi géstererek]
elde edebilmek igin surayi [yazdigi ‘abab’deki ikinci
‘ab’yi gostererek] yok etmeye c¢alisicam. Tersiyle
carpicam [Esitligin her iki yanina da “. b~ yazdi.] [Alt
satira ‘aba = a®b’ yazd..] olucak. Eee sonra su taraflar
[yazdigi ikinci esitligin her iki yaninin solunu géstererek]
a nin tersi ile carpicam. Bunlar [a lari géstererek] gitsin
diye [Esitligin her iki yanina soldan ‘a™1’ yazd..]...

Arastirmaci: Neden onlari génderiyorsun?

Ayda: Eee elimde burada [ilk yazdigr ‘abab = a?b?’
esitliginde sol tarafi géstererek] ab; burada [ilk yazdigi
‘abab = a’b?’ esitliginde sag tarafi gostererek] ba
kalabilmesi igin 6nce bu tarafi [esitligin sol tarafinin
sonunu géstererek] yok ediyorum sonra burdan bu
tarafi [esitligin sag tarafini géstererek] yok etmeye
calisiyorum.

Arastirmaci: Neden orada ab orada ba kalacak?

Ayda: Degismeli oldugu igin [teoremdeki ‘G
degismelidir’ ifadesini géstererek], degismeli ab=ba
oldugu icin [Teoremde gésterdigi ifadenin altina ‘ab =
ba’ yazd..]. Burada [‘a *aba = a~ta?b’ esitliginin sol
tarafini gostererek] ba kaldi. Burada da [‘a ‘aba =
a~la?b’ esitliginin sad tarafini géstererek] ab kalir.
[“ba = ab’ yazd..] Bu sekilde de gésterilmis olur.

Goruldagi gibi Ayda, hipotezi ve hilkm belirtmese
de “Elimde burada [ilk yazdigi ‘abab = a’b?’
esitliginde sol tarafi géstererek] ab; burada [ilk yazdigi
‘abab = a?b?’ esitlijinde sad tarafi géstererek] ba
kalabilmesi igin 6nce bu tarafi [esitligin sol tarafinin
sonunu géstererek] yok ediyorum sonra burdan bu
tarafi [esitligin sag tarafini gdstererek] yok etmeye
calisyorum.” ifadelerinden de anlasildigi tGizere hipotezi
ve hikmi aslinda zihninde belirleyerek ve hipotezi
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kullanarak ispata baslamistir. Birim eleman ve ters
elemana yonelik kavramsal bilgileri segip kullanabilmis
ve ispata yonelik islemleri yaparak kabul edilebilir bir
diizeyde ispati tamamlamistir.  Ancak ispati
tamamlamaya yonelik ifadeyi yazmaya gerek
duymamistir. Degismeli olma sartini ifade etmis, ancak
grupta birlesme, etkisiz eleman ve ters eleman
ozelliklerini sozli olarak tam bir bicimde ifade
etmemesine ragmen bu ozelliklere yonelik kavramsal
bilgileri kullanarak islemleri yapmis ve dolayisiyla eksik
bir formal matematiksel yazimla da olsa ispati
tamamlamistir.

2. Teoremin ispatina yénelik bulgular.

ispat yapma siiregleri incelendiginde, &gretmen
adaylarinin hipotezi ve hikmi formal bir bicimde
yazamadiklar gérilmistir. Ogretmen adaylarindan
Arzu’nun oOnceki bilgilerini hatirlama ¢abasina ragmen
ispata yonelik herhangi bir fikir Gretemedigi ve teoremi
ispatlayamadigi goriilmistir. Beste, Ayda ve Banu’nun
alt grup tanimini (alt kiimenin grup olma kosullarini
saglamasi) bilmelerine ve uygulayabilmelerine ragmen
Z nin (tam sayilarin) hangi islem altinda bir grup
oldugunu ve bu islemin alt grupta da korunmasi
gerektigini bilmemelerinden 6tiri ispati dogru bir
bigimde yapamadiklari gézlenmistir. Burada 6gretmen
adaylarinin (Z, +)'nin grup oldugu ancak (Z,.)’nin bir
grup olmadigi temel bilgisinden yoksun olduklari
gorilmiustir. Beste, Ayda ve Banu her ne kadar
elemanlari dogru temsillerle géstermis olsalar bile grup
islemine yonelik bilgi [(Z, +)'nin grup oldugu ve grup
isleminin alt grupta da korunmasi gerektigi bilgisi:
onceki bilgileri kullanma bileseni] eksiklikleri sebebiyle
ispati yapmakta basarisiz olmuslardir.

Ogretmen adaylarinin ispatlamasi beklenen 2.
teoremin ispati ile Banu’nun ispat yapma ve sesli
dislinme sirecine yonelik bulgu ve yorumlar asagidaki
gibidir:
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Teorem: n € Z olmak tizere nZ = {na: a € T} kimesi Z nin bir alt grubudur. Gosteriniz.
Ispat: ¥ nx,ny € nEigin x, y € Zolup, nZ < Z oldugunu gostermeliyiz.
V¥ nx,ny € nZ igin nx — ny € nZ ise nZ < T olacaktir.
(Z,+) grup oldugundan x,v € Zigin x — v € T dir.

nx —ny = n(x — ¥) € nZ oldugundan

nZ,  min bir alt grubudur.

e A= (na: 0eZ) kimesi Z nin b aftgrobudur, Glsteriniz
2.5 € 2 glmak fzere nZ = [na: ¢ =2

ng, MRNE e s ‘
faenz G€ &
ﬂo‘k"‘k

-l /
na 00, € nim

Resim 4. ikinci teoremin ispati ve Banu’nun yaptigi ispat

Banu, ny,n, €Z ise n;.n;! € Z’ yazarak ispata
baglamistir. Yazdig bu ifadeden ve “ny lerimiz su tip
[teorem ifadesindeki ma’ lar1 gdéstererek] elemanlar
olacak.” ifadesinden elemanlarin nasil  olmasi
gerektigini ve alt grup olma 6zelligini (tanimini) bildigi
distntlmistir. Arastirmacinin = “Neyin alt grup
oldugunu gdsterecegiz?” sorusu (izerine teoremin
ifadesini tekrar okumus ve “Su sey pardon kiimemiz,
elemanlari nZ den secicez.” diyerek elemanlari nZ den
secmistir. Elemanlari neden o6nce Z den segti§i
soruldugunda ise “ Ee ya ilk basta (...) Z nin bir alt grup
oldugunu anladigim igin direk n seklinde elemanlari
sectim. (...) Ama bana nZ yi alt grup oldugunu gdster ee
sordudu igin (...) nZ nin eleman ee tipleri de yani na
seklinde...” cevabini vermistir. Bu durumda Banu’nun
elemanlarin nasil olmasi gerektigini bildigi ancak
dikkatsiz davrandigi ve teorem ifadesini anlamadigi igin
baslangicta yanlis yaptigi sonucuna varilmistir. “Simdi
eee mesela burda sey yapmis ya hani bunun [teorem
ifadesindeki nZ yi gdstererek] alt grup oldugunu
gOstericem ya, simdi elemanin burda bi elemanin bi de
diger elemanin tersi varsa [yazmis oldugu na,.na;* €
nZ’ ifadesini géstererek] zaten alt grup oluyor ama
bana burda mesela bir gruptur seklinde bir ifade
vermemis. Yani 7 bi, Z ashnda bir grup evet dogru
[giilerek] onu séylemeye gerek yok.” ve “['na;' € nZve
na;! € nZ, Z grup oldugundan’ yazarak] na, ¢arpi na,
nin tersi de nZ nin elamani olmus oluyor.” ifadelerinden
de anlasilacagi Gzere tamsayilarin grup oldugunu ifade
eden Banu, tamsayilarin hangi islem altinda bir grup
oldugu bilgisine sahip degildir. Ayrica Banu, alt grup
tanimini bilmesine ragmen grup islemini ve bu islemin
alt grupta da korunmasi gerektigini bilmemesi
sebebiyle (6nceki Dbilgileri kullanma bileseninin
tamamlanamamasi) islemlerini ilerletememis ve ispati
yapamamistir.

1. Problemin ¢6ziimiine yénelik bulgular

MOA'nIn  ¢dziim  siirecleri  incelendiginde 4
O0gretmen adayinin tamaminin problemi anladigl,
¢6zim icin bir plan olusturdugu ve plani uyguladigi
gorilmistir. Ogretmen adaylarindan Banu ve Beste
¢6zUmin sonunda degerlendirme de yaparak ¢ézimin
dogrulugunu kontrol etmislerdir. Ogretmen adaylarinin
tamami soruda gecen ‘... en az kag kapla ...” ifadesinden
yola gikarak biyik olan kaptan daha fazla kullaniimasi
gerektigi muhakemesini yapmis, problemi anlamis ve

deger vererek kap sayisini bulmuslardir. Her ne kadar
Beste ve Arzu denklem kurarak (plan olusturma)
¢6zime baslamis olsalar da higbir 6gretmen adayi
formal matematiksel yazima uygun bir bigimde
problemin ¢6ziminl yazamamistir. Banu ve Beste 44
er litrelik birer kap gizerek; Ayda, 4, 5 ve 6 litrelik lic kap
cizerek soruyu gorsellestirmeye (problem anlama ve
plan olusturma) calismiglardir. Denklem kurarak
¢O6zUme baslayan Arzu, en kiiglik ortak katlarini bulmayi
disinmis ancak sonrasinda bunun anlamsiz olacagini
ifade ederek en kigik ortak katlarini bulmaktan
vazgecmistir. Banu, Beste ve Arzu kaplara deger vererek
44 litreyi elde etmeye calismislardir (plani uygulama).
Diger 6gretmen adaylarindan daha farkli bir diisinme
sureci sergileyen Ayda ise once her kabi birer kez
kullanmig ardindan kalan litre Uzerinden deger vererek
toplamda kag kap kullanmasi gerektigini bulmustur.

Ogretmen adaylarinin ¢ézmesi beklenen 1. problem
ve ¢o6zimil ile Beste’nin problem ¢dézme ve sesli
disinme siireci asagidaki gibidir:

Beste: [Soruyu sesli okudu.] Her kap en az bir kez
kullanilmak sart kosuluyla, neyse diger soruya gegeyim
anlayamadim  bunu.  [Dérdiincii  soru lizerine
disiindiikten sonra tekrar ligiincii soruya geri dénerek
problemi sesli okudu.] 44 litrelik bir suyum var. [Sekil
3’teki gibi bir kap c¢izerek 44 It yazdi.] [Problemin
ifadesini géstererek] her kap en az bir kez kullaniimak
kosuluyla, yani 4 litrelik 5 litrelik ve 6 litrelik kaplar birer
kez kullanilmak ha en az bir kez kullaniimak kosuluyla
bu suyun tamami en az kag kapla aktarilabilir? [Problem
durumunu anlamaya ¢alisti.] Su sekilde dersem 4k, 5| mi
desem?

Arastirmaci: Farketmez.

Beste: Ya da 6z, bunlarin 44 liik olmasi gerekiyor
[4k + 51 + 6z = 44’ yazd.] Mantik olarak
diisiintirsek; en az kapla aktarilmasi icin en fazla litre
olan kabi [yazdigi denklemdeki ‘6z’yi géstererek]
kullanmam gerekir daha fazla. O zaman yani bunu
[yazdi§i denklemdeki ‘6z’yi gbstererek] ben, bir saniye
[diisiiniiyor] 5 defa kullanmis olsam 30, geriye 14 kalir
[diisiiniiyor] buradan hih buray! [yazdidi denklemdeki
‘I'yi gdéstererek] 2 defa kullanirm, burayr [yazdigi
denklemdeki ‘k’yi géstererek] 1 kere kullanirm. 6 defa
kullansam 36 geriye 8 kalir [disiintyor] bunlarin
[yazdigi denklemdeki ‘“4k + 51’yi gdstererek] kati
seklinde yazamam ama en az bir kere kullanilacagdi icin
bu sekilde olur, evet. Mantik olarak diisiindiigiinde yani
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6 litrelik kabi 5 defa, 5 litrelik kabi 2 defa, 4 litrelik kabi
da 1 kere kullanmam gerekir.

Arastirmaci: Yani toplamda kag kap?

Beste: Yani toplamda 8 kap.

Gorildagl gibi Beste, her ne kadar 6nce soruyu
anlamakta gugclik ¢ekmis olsa da sonrasinda beklenen
¢tkarimi/muhakemeyi yapabilmistir. Burada Beste’nin
44 1t lik bir kap cizmesi, “ha en az bir kez kullaniimak
kosuluyla” seklindeki ifadesi ve denklem kurabilmesi
problemi anladiginin gostergesidir. Beste denklem
kurarak ¢6ziime baslamis ve deneme yontemiyle dogru
sonuca ulagmistir. Dolayisiyla Beste, problem anlamis,
¢6zlime yonelik bir plan gelistirmis ve uygulamistir.
“Mantik olarak diisiindiigiinde yani 6 litrelik kabi 5 defa,
5 litrelik kabi 2 defa, 4 litrelik kabi da 1 kere kullanmam
gerekir.” ifadesinden de problemin ¢éziimiine yonelik
bir degerlendirme yaptig gérilmektedir.

2. Problemin ¢6ziimiine yénelik bulgular

MOA'nIn  ¢bziim siirecleri incelendiginde Arzu
problemi anlamis ve bir plan gelistirebilmis olmasina
ragmen gelistirdigi plani uygulayamamis ve problemi
¢6zememistir. Ayda, problemi anlamasina ve ¢ézmek
icin bir plan belirlemesine ragmen alt kiime olmasi
durumunu goéz ardi etmis ve (dort basamaklh sayi gibi
distunerek) elemanlarin yerleri degismesi halinde farkh
bir durumun olusacagi yanilgisina dismustir. Alt kime
oldugu hatirlatildiginda ise tim durumlari tek tek
yazarak problemi ¢6zme yoluna gitmistir. Banu her ne
kadar alt kiime kavramini hatirlayamadigini sdylese de
2" yazmis, ardindan “aslinda sey dedil mi bu
permiitasyon,  kombinasyon?”  ifadesinden  de

Problem: Bir depoda bulunan 44 litre su 4, 5 ve 6 litrelik ti¢ kapla, kaplar tam doldurulmak
tamam en az kag kapla aktanlabilir?
Coziim: 4x + 5y + 6z = 44 denklemi icin her kap en az bir kez kullamlacag ve en az kapla

en ¢ok kullanwrsak) daha az kap kullanilimis olacagindan;

Buradan:

6%z =30=z=>5olur. Dolayisiyla 1 + 2 4+ 5 = 8 kap gerckmektedir.

kosuluyla baska bir depoya aktarilacaktir. Her kap en az bir kez kullanilmak kosuluyla bu suyun

aktarilmak istendigi i¢in en az hacimli kaplara en kiigiik degeri verirsek (yani en fazla hacimli kaptan

(4% 1)+ (5% 2)+ (6 x z) = 44 olacaknr. (Buradan z € N olmasi gerektiginden y = 1 olamaz.)

anlasilacagi Gzere sorunun nasil ¢ézllecegini bilmesine
ragmen islem yapmamis ve problemi ¢6zmek
istemedigini ifade etmistir. Buradan Banu’nun problemi
anlamadigi ve ¢6zim igin bir plan gelistiremedigi
gorlulmustiir. Beste ise Uglinci problemden o6nce
dordiinci  problemi ¢dzmeye ¢alismis, dordiinci
problemi okuduktan sonra “buradaki rakamlarin sayisi
alacadi harflerden fazladir (...) Bir rakam (g sayi falan,
o sekilde mi alsam acaba? (...) Of kafam karisti.” diyerek
bir plan olusturmaya calismis ancak devam
ettirememistir. Uglincli problemin ¢éziimiine gegen
Beste bu problemin ¢dzimunin ardindan yeniden
dordiinci  probleme dondiigiinde ise problemi
¢o6zemeyecegini, aklina gelen fikirleri ¢éziime nasil
uygulayacagini bilmedigini ifade etmistir. Yani Beste,
problemi anlamis ancak ¢6zim igin bir plan
olusturamamis ve uygulayamamistir.

Ogretmen adaylarinin ¢ézmesi beklenen 2. problem
ve ¢ozimi ile Arzu’nun problem c¢ézme ve sesli
diisinme siirecine yonelik bulgu ve yorumlar asagidaki
gibidir:
istenen sarti saglamayacak. (Problemdeki ifadeyi
gdstererek) Rakam sayisi harf sayisindan fazladir
Oyleyse harfi ister istemez bir tane almamiz gerekiyor.
Her birisi igin tek tek diisiiniirsek...” diyerek ¢ozliime
baslamis ve her harf icin {1,2,3}, {2,3,4} ve {1,3,4}
durumlarini goéz 6niine almis 3 tane de harf oldugundan
9 tane alt kiime yazilacagini bulmustur. Burada Arzu,
{1,2,4} durumunu ve biitiin elemanlarin rakamlardan
olustugu (4 rakam 0 harf olmasi) durumunu gozden
kagirdigi icin sonucu yanhs bulmustur.

Resim 5. Birinci problemin ¢6zimu ve Beste’nin ¢dzimi
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sayisi harf sayisindan fazladir?

Cioziim: Rakam sayisinin harf sayisindan fazla oldugu 4 elemanli durumlar;
3 rakam ve | harften olusan kombinasyonlarin sayisi: (‘) (*) =12
: > S el

4 rakam ve 0 harften olusan kombinasyonlarin sayisi: (:) (;} =1

Olup, buradan; 12+1=13 alt kiimede rakam sayis: harf sayisindan fazladir.

Problem: A = {a, b, ¢, 1,2,3,4} kiimesinin 4 elemanl: alt kiimelerinin kag tanesinde rakam

4 =@b, c,@u} kiimesinir((*‘éf _elemanl} altkiimelerinin kag tanesinde rakam sayisi
fsayisindan fazladir? § EEsw -

Lo S (7 M T P
i) L AWM 2_’

= —3@

Resim 6. ikinci problemin ¢6ziimii ve Arzu’nun ¢ézimii

Cizelge 1. MOA’nin sesli diisinme yéntemine iliskin gorisleri.

Kodlar

Ust diizey diisiinmeyi gelistirme

Bireyin siiregte rahat hissetmemesi

Problem ¢6zme ya da ispat yapma siirecini yavaslatmasi
Bireyin gercekte ne diisiindiglinii anlamasi

Bazi islemlerin ifade edilememesi

Sadece probleme ya da ispata odaklanilmasi

Gorildagi gibi Arzu problemi anlamis, gerekli cikarimi
yapmis ve ¢6zmek icin bir plan gelistirebilmistir. Arzu’nun
sonucu elde edememesi herhangi bir bilgi eksikliginden
degil dikkatsiz davranmasindan ya da ¢6ziim Uzerine
yeterince  disinmemesinden  kaynaklanmistir.  Bu
baglamda Arzu, gelistirdigi plani uygulayamamis ve
degerlendirme yapmamustir.

MOA’nin Sesli Diisiinme Yéntemi ile ilgili
Goriislerine Yonelik Bulgular ve Yorumlar

Yapilan uygulamanin sonunda MOA’dan sesli diisinme
yontemine iliskin goruglerini paylagmalari istenmistir.
Ayda “(..) sesli diisiiniince biraz yavaslyor insan
(Miilakatgi neden yavasladigini sordu.) iginde daha ¢ok sey
diistinebiliyorsun ¢linkii” diyerek bireyin zihninde daha ¢ok
sey dlslindiigini ve disinceleri sesli olarak ifade
etmenin ¢6ziim sirecini yavaslattigini ifade etmistir. Beste
ise “(...) sesli diisiinme olmadan yapsam belki dedigim gibi
surdaki  mantigi  kendi  kafamdan  yiiriitemezdim.
(Miilakat¢r neredeki mantigi kastettigini sordu) Mesela
diyelim burda (Birinci problemi gdstererek) kag¢ kap
kullanacagimi falan. Yani nasil diyim ifade etme olarak da
insani gercekten gelistiriyor, kendi benliginle kaliyorsun
cidden yani normalde aslinda ne diisiindiigiinii anliyorsun
bilmiyorum ya giizel birseymis ama sesli diisiinmek”
ifadeleriyle gergekte ne dislindiiglini insana gosteren ve
mantik ydritmesini saglayan sesli disiinme ile bireyin
kendi benligiyle bas basa kaldigini ve dislincelerini sesli
olarak sbdyleme c¢abasinin, ifade etme yetenegini de
gliclendirdigini belirtmistir. Digerlerinin aksine Banu, ders
cahisirken sesli calistigini ancak birinin karsisinda sesli
disunerek soru cozerken c¢ok rahat olamadigini ifade
etmistir. Sesli diisinirken genis capli dislinemedigini
ifade eden Arzu’ya gore analiz etme ve konuyu kavrama

Ogretmen Adaylari
Beste, Arzu

Banu

Ayda

Beste

Arzu, Ayda

Arzu

konusunda sesli diisinme yontemi avantajli bir yontem
olmasina ragmen sesli disinmeksizin ¢ozilen bir
problemde farkinda olmadan ve zihinden yapilan islemler
sesli diisinme siirecinde atlanabilmektedir. Ogretmen
adaylarinin sesli diisinmeye yonelik gorigleri analiz
edildiginde gizelge 1.’de belirtilen kodlar ortaya ¢ikmistir.

Goruldugi gibi, 6gretmen adaylarindan Banu ders
cahisirken sesli distinerek ya da anlatarak ¢alistigini ancak
soru ¢ozerken ve biri onu izlerken sesli diislinme siirecinde
rahat hissedemedigini ifade etmistir. O halde Banu gibi
ogrenciler igin sesli diistinme yontemi 6grenme silirecinde
uygulanabilir bir yéntem olmasina karsin degerlendirme
surecinde kullanilabilir bir yéntem olmaktan uzaktir. Beste
ve Arzu'ya gore sesli dislinme analiz etme ve konuyu
kavramaya yardimci olmakta ve bireyin gercekte ne
disundugind anlamasina olanak tanimaktadir. Ayda ise
disunduklerini sesli olarak ifade etmenin bireyi ispat
yapma ve problem ¢ézme siirecinde yavaslattigini ifade
etmistir.

Tartisma, Sonug ve Oneriler

MOA’'nIn matematiksel ispat yaparken ve problem
¢Ozerken zihinsel sireglerinin nasil ilerledigini ve sesli
dislinme yontemine iliskin gorislerinin neler oldugunu
ortaya c¢ikarabilmek amaciyla vyapilan bu c¢alisma
sonucunda, MOA’nin teorem ispatinin ve problem
¢6zUmUnUn nasil olacagina yonelik genel bir anlayisa sahip
olduklari gdzlenmistir. Ancak MOA’nin ispat yapma ve
problem ¢ézme sirecini nasil ilerletecekleri ve énceden
sahip olduklari bilgileri amacina uygun bir bicimde nasil
kullanacaklari konusunda zorluk yasadiklari goértlmustir.
Ayrica gerekli bilgilere sahip olsalar bile formal bir bicimde
ispati olusturamadiklari tespit edilmistir. Ornegin; grup
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ozelliklerini  bilmelerine ragmen bu ozellikleri nasil
kullanacaklarini ve formal bir bicimde nasil yazacaklarini
bilmedikleri tespit edilmistir. Oysaki Mamona-Downs ve
Downs’a (2013) gore ispatin resmi olarak kabul edilen
matematiksel dilde ifade edilmesi gerekmektedir.

Ogretmen adaylari egitimleri boyunca yiizlerce teorem
ve bunlarin ispatlarini 6grenmektedirler. Bu durum goz
online alinirsa, 6grenilen bilgilerin ezbere dayali edinildigi
disunulebilir (Morali, Ugurel, Tiirniikll ve Yesildere, 2006;
Ocal ve Giiler, 2010). Bu arastirmada da MOA’nin ispati
tamamlayabilmek icin gereken 6n bilgilerden yoksun
olmalari durumunda ispati tamamlayamadiklari
gorulmustir. Bu baglamda mevcut bilgilerinin de ezbere
dayali edinildigi diisiinilmektedir. Ornegin; alt grup olma
ozelligini bilmelerine ragmen grup isleminin alt grupta da
korunmasi  gerektigi  bilgisinden yoksun olduklari
gbzlenmis ve bu durumda alt gruba yoénelik edindikleri
bilgilerin ezbere dayali oldugu distinilmustir.

Problem ¢6zme siirecinde Ogrencinin  problemi
anlamadan ve bir plan yapmadan ¢6ziime baslamasi
genellikle ise yaramaz. Ogrenci planini gergeklestirirken her
adimi kontrol ederse bircok hatadan kaginabilir. Ogrencinin
tamamlanmis ¢6zimi yeniden incelememesi yaptigi
hatalari farketmemesine ya da problemi c¢ozerek elde
edecegi olasi kazanimlardan yoksun kalmasina sebep
olabilir (Polya, 1945). Bu arastirmada da ikinci problemin
¢oziimiinde problemi anlayamayan ve ¢6zim igin bir plan
gelistiremeyen Ogretmen adayr problemi ¢dzmeye
baslayamamistir. Problemi anlamasina ve bir plan
gelistirmesine ragmen tamamladiklari ¢éziimleri yeniden
gozden gecirmeyen ve plani uygularken adimlari kontrol
etmeyen O6gretmen adaylari da ¢éziimlerindeki yanlislari
fark edememislerdir.

Polya’ya (1945) gére problem ¢6zme adimlarindan
herhangi birinin atlanmasi ¢dziimde basarisizliga sebep
olabilir. ispat siirecindeki asamalar da dogrusal olmayan bir
bicimde birbirlerine baghdirlar ve her asamanin her ispatta
olma zorunlulugu yoktur (Yesilyurt-Cetin ve Dikici, 2021;
Boero, 1999). ikinci problemin ¢dziim siirecinde problemi
anlayarak bir plan gelistirebilen 6gretmen adaylarinin plani
uygulamakta zorlandiklari ve yanlis ¢6zim gelistirdikleri
gorulmigstir. Coziim sonunda degerlendirme yapmadiklari
icin de yanhslarini farkedememis ve dizeltememiglerdir.
Birinci teoremin ispatinda kavramsal bilgileri segip
kullanamayan, hipotezi ve hikmi belirleyemeyen
O0gretmen adaylarinin; ikinci teoremin ispatinda ise onceki
bilgileri  kullanamayan 6gretmen adaylarinin ispati
tamamlamakta basarisiz olduklari gézlenmistir. Dolayisiyla
bu arastirma kapsaminda da gorilmistir ki; problem
¢dzme sirecinde oldugu gibi ispat yapma slrecinde de her
bir asama ayri bir neme sahiptir ve bir asamadaki eksiklik
ya da bir asamanin atlanmasi bitin silreci olumsuz
etkilemektedir.

MOA’ya gore sesli diisiinme ydntemi analiz etme ve
konuyu kavramaya yardimci olan ve bireyin gercekte ne
diisindlginia anlamasina olanak taniyan ve Ust dizey
disinmeyi gelistiren bir yontemdir. Sesli diisinmenin
diisinme sirecini nasil etkiledigine yonelik farkh gorisler
vardir. van Someren, Barnard ve Sandberg’e (1994) gére
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sesli disinme yontemi dusinme slrecini olumsuz
etkilemeyen bir yontem iken Gilines’e (2012) gore bazi
ogrenciler diisiincelerini s6zlere dokme sirasinda diger
ogrencilerden ve  6gretmenden  ¢ekinebilir.  Bu
arastirmada da MOA’nin sesli disiinme siireclerinde
¢ekinmeden kendilerini ifade edebilecekleri bir ortam
saglanmis olmasina ragmen Gines’in (2012) gorisiini
destekler nitelikte bir 6gretmen adayi sesli dislinme
sirecinde -birisinin onu izledigini bilmesi sebebiyle- rahat
olamadigini ifade etmistir. Dolayisiyla sesli disinme
yontemi disincelerini ifade etmekten c¢ekinen bazi
Ogrenciler igin uygun olmayabilir. Sesli disiinme yéntemi
bu 6grencilerin 6grenme siirecinde kullanilabilir ancak
degerlendirme siirecinde kullaniimasi saglkli bir sonug
vermeyebilir. Yani 6gretmen bu 06grencilerin konuyu
anlayip anlamadiklarina ya da nerede hata yaptiklarina
sesli disinme yontemi ile karar veremeyebilir. Dolayisiyla
O0gretmen hangi 6grenciye 6grenme siirecinde, hangi
O0grenciye degerlendirme silrecinde bu ydntemi
uygulayacagina karar verebilmek igin Ogrencilerini iyi
tanimali ve degerlendirme surecinde dusuncelerini sesli
olarak ifade etmekten c¢ekinmeyen &grencilere bu
yontemi uygulamali ya da 6grencilerini disiincelerini sesli
olarak ifade etmeye asama asama alistirmalidir.

Bostic’e (2021) gore sesli dusinme, degerlendirme
calismalarinin da bir pargasi oldugu icin sesli disinme ile
calismak akademisyenlere, test gelistiricilere ve
uygulayicilara ¢ok sayida firsat sunmaktadir. Bu arastirma
sonucunda da sesli digiinme ydnteminin G6gretim
elemanlarina birtakim faydalar saglayacagi gorilmastir.
Ornegin; bu arastirmada ogretmen adaylarinin grup
ozelliklerini bildikleri ispat yapma sureclerindeki sozli
ifadelerinden anlasilmaktaydi. Oysa sozll ifadeleri goz ardi
edilerek sadece yazili siireglerine bakarak boyle bir ¢ikarim
yapmak mimkiin olmayacaktir. Clinkii 6gretmen adaylari
grup ozelliklerini ifade etmis ancak formal matematiksel
yazima uygun bir bigimde yazmamislardir. Bu konuyu
ogrencilerine anlatmis bir 6gretim elemani, sesli disinme
yontemini esas aldig1 bir uygulamayi 6grencilerine yaparak
eksik ve yanlis 6grenmeleri tespit edebilir ve eksik
ogrenmeleri gelistirmeye yonelik bir siire¢ takip edebilir.
Dolayisiyla 6gretmen adaylarinin eksik 6grenmelerini ve
varsa kavram yanilgilarini bu sekilde tespit eden bir
O0gretim elemani sonraki slirecte 6gretim faaliyetlerini,
grup ozelliklerini yeniden ele alarak degil de bu 6zelliklerin
islem yapma silrecinde nasil kullanilacagi ve yazili olarak
nasil ifade edilecegi Uzerine yogunlastirabilir. Ancak bu
yontem fazlaca zaman gerektirdigi icin 6grenci sayisini ya
da soru sayisini sinirlamak gerekebilir.

Bu arastirmada elde edilen sonuglar kullanilan
teoremler ve problemlerle ayrica bir devlet Universitenin
matematik 6gretmenligi bolimiu 2. sinif 6grencisi olup
uygulamaya katilan dort 6gretmen adayi ile sinirhdir.
ileride vyapilacak olan c¢alismalarda sesli diisinme
yonteminin problem ¢6zme ve ispat yapma siirecine
etkisini incelemeye yo6nelik ¢alismalar yapilabilecegi gibi
farkh katihmci gruplariyla farkli problem ve teoremler
kullanilarak benzer galismalar yapilabilir.
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Katki Belirtme ve Tesekkiir

Bu arastirmanin uygulamalarina katilan 6gretmen
adaylarina ve makaleye yapmis olduklari katkilardan 6tiri
isimsiz hakemlere sonsuz tesekkiirler...

Extended Abstract

Introduction

Today, according to mathematicians, mathematics is
both theorem-proving and problem-solving (Cellucci,
2017). Problem-solving and mathematical proving are
complex intellectual activities that involve more than one
process and stage. During these complex intellectual
activities, individuals need to express their thoughts
verbally in order to learn their thoughts and to reveal what
kind of reasoning process they go through. According to
Gunes (2012), think aloud is the process of expressing
thinking processes and stages with words. Therefore, in
this study, it is aimed to embody and reveal the mental
processes of pre-service mathematics teachers (PMT)
during problem solving and proof making with the help of
thinking aloud method.

Problem solving and proving processes are both
processes that consist of certain stages. According to
Polya (1945), problem solving process consists of four
stages: understanding the problem, devising a plan,
carrying out the plan, and looking back. According to
Yesilyurt-Cetin and Dikici (2021), the process of making a
proof consists of five stages to determine the hypothesis,
the judgement, the proof method, and the steps of the
process (the use of hypothesis, definition, property and
conceptual knowledge, and the use of knowledge and
perform operations) and completing the proof.

While students think aloud in the process of problem
solving and making mathematical proof, they focus on
their own mental processes and begin to think about their
own thoughts. They develop self-knowledge and self-
awareness of what they do and why. As thinking aloud
practices increase, this level of self-cognition and self-
awareness naturally increases. Therefore, as students use
the thinking aloud method, they become aware of their
own mental and cognitive processes in problem solving
and proving processes, and they consciously advance their
processes.

Since the learning process often proceeds without
knowing where the mistake was made, existing mistakes
bring along new incorrect learnings, and as a result, the
student is faced with the danger of being lost in an
inextricable network of incomplete/false information. The
student, who is aware of what he is doing and why in the
process of problem solving and proving, can develop an
idea about how he thinks, and will have the opportunity
to reinforce his correct knowledge and correct his wrong
learning. Therefore, it is thought that by including thinking
aloud method in the teaching process, students' mistakes
and mental processes in problem solving and proving
processes can be revealed and thus the process can be
structured more effectively. In this context, the problem
solving and proving processes of the PMT should be

examined with the thinking aloud method, and the
mistakes made should be noticed by the PMT and their
mental processes should be revealed. In the context of
this necessity, this research aimed to examine the
problem solving and proving processes of the PMT with
the method of thinking aloud and to reveal their mental
processes, as well as to determine their views on the
thinking aloud process.

Method

In this study, in which case study design was used, the
problem-solving and proving aspects of PMT were focused
on, and the findings obtained with the help of the thinking
aloud method as a result of the research were described
in a rich way. Within the scope of the research, it has been
tried to reveal how the problem solving and proof-making
situations of the PMT progress and the possible reasons
for the right and wrong in this process.

The sample of the study consists of 4 undergraduate
students who were able to communicate smoothly with
the first researcher and express the problems posed in the
abstract algebra and number theory courses verbally by
using mathematical expressions. The students were
selected from the 2nd-grade students of the mathematics
teaching department of a state university. It is important
for the participants to be able to communicate smoothly
with the researcher, to express their thoughts without
hesitation in problem-solving and proof-making
processes, and to use the thinking aloud method
effectively. The first researcher established a certain
affinity with the participants as she was in contact with
them during the learning process. Therefore, an
environment has been created where they can express
themselves without hesitation in their thinking-aloud
processes.

Two mathematical problems and two theorem-proof
processes are used in practice. Care has been taken to
ensure that theorems and problems can be solved by
reasoning without relying on rote learning. At the end of
the application, the opinions of the teacher candidates
about the thinking-aloud method were taken. The data
obtained in the study was analyzed three times at
different time intervals, and the researchers worked
together in the analysis of the data.

Results

When the thinking-aloud processes of the pre-service
teachers for the first theorem were examined, it was seen
that even if they knew the group characteristics, they did
not know how to use them. In other words, the PMT had
problems in selecting and using conceptual knowledge. In
theorem 2, it was observed that although the pre-service
teachers knew and could apply the condition of being a
subgroup, they could not do the proof correctly because
they did not know or ignored that the group operation
should be preserved in the subgroup as well. It was
observed that the pre-service teachers lacked the basic
knowledge that (Z, +) is a group but (Z,.) is not a group.
That is, the PMT failed to prove due to their deficiencies
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in the component of using knowledge. Although all of the
pre-service teachers could not write the solution in
accordance with the mathematical writing, they
understood the first problem, and were able to develop a
plan for the solution, and implement the plan. Only two
pre-service teachers looked back. However, even the pre-
service teachers who understood the problem and
determined the solution method for the second problem
were insufficient to solve the problem completely. When
the opinions of the pre-service teachers about the
thinking aloud method were analyzed, it was seen that
one pre-service teacher did not feel comfortable in the
thinking-aloud process, and one pre-service teacher
stated that expressing the thoughts aloud slowed the
individual down. However, according to other pre-service
teachers, thinking aloud helps to analyze and comprehend
the subject and allows the individual to understand what
he or she is really thinking.

Discussion

As a result of this study, it has been observed that they
have a general understanding of how the theorem proof
and problem solving of PMT will be. However, it has been
observed that PMT have difficulties in how to advance the
proving and problem-solving process and how to use their
previous knowledge in a way that is appropriate for its
purpose. In addition, even if they have the necessary
information, it has been determined that they have
deficiencies in mathematical writing. It has been observed
that PMT lack some information that is the basis of some
information that will help the process of proving and that
is the essence of the subject, so they acquire the
information they have in this context based on
memorization.

Because think aloud is also part of assessment work,
working with think-aloud offers a multitude of
opportunities to academics, test developers, and
practitioners (Bostic, 2021). As a result of this research, it
is seen that the method of think aloud will provide some
benefits to the instructors.

An instructor who detects the incomplete learning and
misconceptions of prospective teachers in this way can
focus his teaching activities on how to use these features
in the process of processing and how to express them in
writing, not by reconsidering group features in the next
process. However, since this method requires a lot of
time, it may be necessary to limit the number of students
or the number of questions.

According to Polya (1945), skipping any of the problem
solving steps may cause failure in the solution. The stages
in the proof process are connected to each other in a non-
linear way, and every stage does not have to be in every
proof (Yesilyurt-Cetin & Dikici, 2021; Boero, 1999). In the
solution process of the second problem, it was observed
that the pre-service teachers, who could understand the
problem and develop a plan, had difficulty in
implementing the plan and developed the wrong solution.
Since they did not evaluate at the end of the solution, they
could not realize their mistakes and could not correct
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them. Pre-service teachers who could not choose and use
conceptual knowledge in the proof of the first theorem
and could not determine the hypothesis and judgement in
the proof of the second theorem. It was also observed
that the pre-service teachers who could not use the
previous knowledge failed to complete the proof.
Therefore, within the scope of this research, it was seen
that; as in the problem-solving process, each stage has a
different importance in the process of proving, and the
deficiency or skipping of a stage negatively affects the
whole process.

According to PMT, the think-aloud method is a method
that helps to analyze and comprehend the subject, allows
the individual to understand what he or she is really
thinking, and develops high-level thinking, but according
to Gunes (2012), some students may be afraid of other
students and the teacher while putting their thoughts into
words. In this study, although an environment where they
could express themselves without hesitation was
provided during the thinking-aloud processes of the PMT,
a pre-service teacher stated that she was not comfortable
in the thinking-aloud process because she knew that
someone was watching her. Therefore, the think-aloud
method may not be suitable for some students who
hesitate to express their thoughts. Think aloud method
can be used in the learning process of these students, but
using it in the evaluation process may not give a healthy
result.

Arastirmanin Etik Taahhiit Metni

Yapilan bu calismada bilimsel, etik ve alinti kurallarina
uyuldugu; toplanan veriler Gzerinde herhangi bir tahrifatin
yapilmadigi, karsilasilacak tim etik ihlallerde “Cumhuriyet
Uluslararasi Egitim Dergisi ve Editoriiniin” higbir
sorumlulugunun olmadigi, tim sorumlulugun Sorumlu
Yazara ait oldugu ve bu c¢alismanin herhangi baska bir
akademik  yayin  ortamina  degerlendirme igin
gonderilmemis oldugu sorumlu yazar tarafindan taahht
edilmistir.
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