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Bu ¢alismada matematiksel ifadesi verilmeyen Pisagor teoremi baglamindaki sozsiiz ispatlardaki gorsellerin, matematik
ogretmenlerine ne ifade ettigini incelemek amag¢lannustir. Calismada nitel arastirma yontemlerinden durum ¢aligmasi
kullamlmistir: Calismaya goniillii 20 matematik 6gretmeni katilmistir. Veriler Garfield ve Hardy tarafindan verilen Pi-
sagor teoreminin sozsiiz ispatlarindaki gorseller ile toplanmistir. Verilerin analizinde icerik analiz kullaniimistir. Elde
edilen bulgular Garfield ve Hardy tarafindan yapilan sozsiiz ispattaki gorsellerden Garfield in ispatindakine daha asina
olduklarint ve Pisagor teoremi ile daha fazla iliskilendirdiklerini gostermistiv. Ayrica ¢alismaya katilan 20 matematik
ogretmeninden 19 tanesi Garfield tarafindan yapilan sozsiiz ispattaki gorseli daha once gérdiiklerini ifade etmelerine
ragmen 8 ogretmen Pisagor teoremi ile iligkili olabilecegini ifade etmis bu dgretmenlerden de yalnizca 3’ii bu iligkinin
nasil oldugunu ag¢iklamistir. Yalnizca bir 6gretmen hem Pisagor teoremi oldugunu ifade etmis hem nasil bulunacagini
ifade etmistir.
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ABSTRACT

In this study, it is aimed to examine what the visuals in non-verbal proofs in the context of the Pythagorean theorem,
whose mathematical expression is not given, mean to mathematics teachers. Case study, one of the qualitative research
methods, was used in the study. 20 volunteer math teachers participated in the study. The data were collected with visuals
in non-verbal proofs of the Pythagorean theorem given by Garfield and Hardy. Content analysis was used in the analysis
of the data. The findings obtained showed that the visuals in the non-verbal proof made by Garfield and Hardy showed
that they were more familiar with the one in Garfield's proof and correlated more with the Pythagorean theorem. In ad-
dition, although 19 of the 20 mathematics teachers who participated in the study stated that they had seen the visual in
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the non-verbal proof made by Garfield before, 8 teachers stated that it could be related to the Pythagorean theorem, and
only 3 of these teachers explained how this relationship was. Only one teacher expressed both the Pythagorean theorem
and how to find it.

Keywords: Proof, Visualization, Non-Verbal Proofs, Mathematics Teacher, The Pythagorean Theorem

GIRIS

Ispatin 6gretimi, 6grencilere kazandirdiklari, zorluklar matematik egitimindeki arastirmalarm konusu ol-
mustur ve olmaya da devam edecektir. Ispatin farkli tanmimlar1 yapilmaktadir. Ispat, bir ifadenin dogrulugu ile
ilgili deliller (Rodd, 2000, s. 225), gegerligi onceden ispatlanmis aksiyom ve teoremlere dayandirilmis ifadeler
dizisi (Morash, 1987, s. 149), bir dizi gecerli sonuglar (Hanna & Sidoli, 2007, s.75), tanimlar ve aksiyomlarla
fikirlerin agiklik kazandigi final asamasi (Hanna, 1991, s. 55), muhakeme edilmis delillerin kullanilmasiyla
bazi ifadelerin dogrulugu hakkinda birilerini ikna etmek (Almeida, 1996, s. 660), bir dizi mantiksal hiikiimlerle
onermenin dogru ya da yanlis oldugunu gosterme (Konyalioglu, 2015, s. 43) seklinde tanimlanmaktadir. Bu
tanimlardan da goriildiigii gibi ispatin farkli yonlerine vurgu yapilmaktadir. Hanna’ya (2000, s. 8) gore ispat bir
iddianin dogrulugunu ya da yanlighigini gostermeyi amaglamaktan ¢ok ni¢in dogru ya da nigin yanlig oldugunu
gostermeyi amaglamaktadir.

Matematiksel diistinmenin bir alt boyutu oldugundan da matematik egitimcileri 6grencilerin ispat becerile-
rini gelistirmenin matematiksel diisiinme becerisini de gelistirecegine vurgu yapmaktadirlar. Bunun yansimast
olarak da akil yiiritme, muhakeme yapabilme ve ispat hem Tiirkiye’de hem de yurt diginda matematik 6gretim
programlarinin gelistirmeyi hedefledigi beceriler arasinda yer almaktadir. Gelisen teknoloji ve aragtirmalar
dogrultusunda Argiin, Arikan, Bulut ve Halicioglu (2014) ifade ettigi gibi “artik fikirlerin anlasiimas: ve keg-
fedilmesi gereken yeni bir diinyasi vardir ve bu diinyaya girmek i¢in matematiksel ispatin kullanilmasi gerek-
mektedir” (s. 234). Bu yaklasim ise ispata yiiklenen dnemin daha da artacagini gostergesidir.

Gerek yurt i¢inde gerekse yurt digindaki yapilan arastirmalar incelendiginde 6grencilerin (Hawro, 2007;
Ozer & Arikan, 2002; Ugurel & Morali, 2010; Biilbiil & Urhan, 2016; Simsek, Simsek, & Diindar, 2013; We-
ber, 2001), gretmen adaylarmin (Gokkurt, Soylu & Sahin, 2014; Ocal & Giiler, 2010; Jones, 2000; Moral,
Ugurel, Tiirniiklii & Yesildere, 2006; Unveren, 2010), ve hatta dgretmenlerin (Bayazit, 2017; Knuth, 2002)
ispat yapmakta veya ispati anlamada zorluk yasadiklar1 goriillmektedir. Bu zorluklarin neler olduguna, nasil
istesinden gelinebilecegine sinif iginde ne tlir uygulamalar yapilabilecegine yonelik bir¢ok arastirma yapil-
masina ragmen halen yapilmaya devam edilmekte, alternatif yollar 6nerilmekte ve sonuglar1 sunulmaktadir.
Ogrencilerin bireysel farkliliklart olmasina ragmen genellikle ispatlar dgrencilere degismez ve kesin formatta
sunulmaktadir (Lockhart, 2009, s. 18). Halbuki 6grenme ve 6gretme siirecinin anlamli olabilmesi i¢in 6grenci-
lerin ilgi, 6grenme ihtiyaci, hazir bulunusluk diizeyi, 6grenme stili gibi bireysel farkliliklarinin tespit edilmesi
ve ogretim yontem ve teknikleri belirlenirken bu farkliliklarin g6z 6niinde bulundurulmasi gerekmektedir
(MEB, 2018). Bu baglamda diisiiniildiigiinde 6grencilere kullanabilecekleri alternatif ispat yontemlerinin su-
nulmasi, hem zengin 6grenme ortamlari olusturmus olacak hem de 6grenciye farkli bakis agilar1 kazandirilmis
olacaktir. Bell (2011), matematiksel bir ispatin gdrselinin olugturulmasimin ispatin daha iyi anlamlandirilma-
sina neden olacagina vurgu yapmaktadir. Nitekim 6grencilerin ispat becerisini gelistirmenin yollarindan birisi
de gorsellestirme yapmaktir.

Gorsellestirmenin amaci resimler, imajlar ve diyagramlar kullanilarak matematiksel diigiinmeyi gelistir-
mede yardimci olmaktir (Yilmaz & Argiin, 2013, 5.565). Diyagramlar ve gorsel sunumlar matematigin her
alaninda kullanilmigtir (Hanna & Sidoli, 2007). Bundan dolay1 gorsellestirmenin matematigi anlamada, ma-
tematik yapmada, matematigin dgretiminde hatta ispat siirecinde dnemli oldugu kabul edilmektedir. Ogrenci-
lerin hatta 6gretmenlerin ispat siirecine yaklasimlari, zorluklar, hepsi gbz 6niine alindiginda sozsiiz ispatlarin
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(veya gorsel ispatlarin, diyagramlarin) matematik 6gretiminde kullanilmasina yapilan vurgular giderek art-
maktadir. Bunun yansimasi olarak da ozellikle son yillarda yapilan arastirmalarda, 6gretim programlarinda,

ilgi hizla artmaktadir. Gorsellestirme; zihinden geometri yapma, sekillerin zihinsel goriintiilerini olusturma
ve hayalinde goriintiiler {izerinde ¢alismayi, sekillerin farkli perspektiften nasil goriilecegini, icermektedir
(Van de Walle, Karp, & Bay-Williams, 2019). Ayrica gorsellestirme, gorsel bilgileri temsil etme, doniistiir-
me, iliretme, iletisim kurma, belgeleme ve yansitma kabiliyetlerini icermekle (Hershkowitz, 1990) beraber
matematiksel bir fikri iletmek, agiklamak veya ikna etmek icin bir arag¢ olup sekil veya diger gorsel sunumlart
kullanmaktir (Hanna & Sidoli, 2007). Bardelle (2009) 6grencilerin herhangi bir konu ile karsilastiklarinda
kullanabilecekleri tekniklerin, araglarin ve teoremlerin farkinda olmamalarinin sebebinin 6grencilerin 6gretim
hayatlarinda gorsellestirmeyle ¢ok az karsilasmalarina baglamaktadir. Ogrencilerin gorsellestirmeyi kullana-
bilmeleri ise derslerde gorsellestirme etkinlikleriyle karsilagsmalar1 ve gorsellestirmeyi kullanmaya tesvik edil-
meleriyle miimkiin olmaktadir (Rodd, 2000). Alsina ve Nelsen (2010) matematiksel basari i¢in gorsellestirme
yeteneginin gerekliliginden bahsetmektedir. O halde 6gretmenleri, 6gretmen adaylarini hatta 6grencileri gorsel
etkinliklerle daha fazla kars1 karsiya getirmek 6nemlidir.

Sozsliz ispatlar son yillarda bulunmus yeni bir yaklasim degildir (Alsina & Nelsen, 2006; 2009; 2010;
2011; Bell, 2011) tarihsel siireci oldukca eskiye dayanmaktadir. Tiimdengelimsel adimlarin sekil, diyagram
ve grafiklere dayandirilmis halidir. Bu ise ispat1 anlamanin resimlerin okunmasiyla miimkiin oldugu anlamina
gelmektedir. Sozsiiz ispatlar s6z olmayan, sadece diyagramlara dayali, belki sayilar, harfler, oklar, noktalar
ve birbiriyle iliskili sembolik ifadeler olan ve yapilandirilmasi okuyucuya birakilmis olan ispatlar olarak ifa-
de edilmektedir (Bardelle, 2009). Ayrica sozsiiz ispat, 6zel bir matematiksel ifadenin ni¢in dogru oldugunu
hatta matematiksel bir ifadenin dogrulugunu ispatlarken nasil ele alinacagini gormemize yardimci olacak di-
yagram veya resimler (Alsina & Nelsen, 2010) ve geometrik ¢izimler, sayisal veya sdzel semboller disinda
higbir kelime icermeyen ispatlardir (Gierdien, 2007). Yani sozsiiz ispat, kelimeler olmadan matematiksel bir
ifadenin ispatini resimleyen matematiksel ¢izimlerdir (Bell, 2011). Sozsiiz ispatlar ilkdgretimden {iniversite-
ye kadar her kademede matematikte dnemli roller iistlenmektedir (Alsina & Nelsen, 2010). Sozsiiz ispatlart
anlamak icin yapilan tartigmalar, agiklamalar, farkli matematiksel fikirler arasinda baglantilar bulmay1 dola-
yistyla da kavramayi gelistirmek i¢in firsatlar sunmaktadir (Gierdien, 2007). Matematik egitiminde sozsiiz
ispatlar faydali olarak goriilmesine ragmen c¢ok yurticinde fazla ¢alisma (Polat, 2018; Ulker, 2018; Gelisen,
2016) bulunmamaktadir. Yapilan ¢alismalar 6grencilerle veya 6gretmen adaylari ile yapilmistir, 6gretmenlerle
yapilan ¢alismaya rastlanmamigtir. S6zsiiz ispatlarda gelenekselden farkli olarak Gierdien (2007) ifade ettigi
gibi 6grenciden teorem veya ifadenin dogrulugunu gostermesi yerine ispati agiklamasi istenmektedir. S6zsiiz
ispatlarin agiklanmasi i¢in 6grencilerin 6gretim siirecinde karsilasmis olmasi gerekmektedir. Bu agidan bakil-
diginda 6gretmenlerin karsilagmis olmalar1 beklenmektedir. Buradan hareketle bu ¢alisma da 6gretmenlerin
s0zsiiz ispatlar1 nasil a¢iklayacaklarina ve nasil ispat yapacaklarina odaklanilmustir.

Matematikte hemen her konu ile ilgili s6zsiiz ispat bulunmaktadir. Pisagor teoremi geometrinin hatta
matematigin en 6nde gelen, en cok ispat1 yapilan ve herkes tarafindan bilinen teoremlerinden birisidir. Bu
nedenle bu ¢alismada matematik 6gretmenlerinin sdzsiiz ispat becerilerini Pisagor teoremi baglaminda ince-
lemek amagclanmustir. Ispatin matematik 6gretimindeki dnemi, dgrencilerin zorluklar1 géz dniine alindiginda
caligmanin ana odak noktasi ispat becerisi olmaktadir. Gorsellestirmenin 6nemi ve literatiirdeki vurgularda
g0z Oniine alimdiginda sozsiiz ispatlar, ispat gelistirmenin alternatif ve etkili bir yontemi olarak karsimiza
cikmaktadir. Ozellikle Tiirkiye’de ¢ok fazla calisma olmamasi hatta dgretmenlerle bir ¢alisma olmamasi
bu ¢aligmanin alana katkilarmi énemli hale getirmektedir. Ispat, gorsellestirme ve sdzsiiz ispat ile ilgili olan
caligmalar incelendiginde 6gretmenlerle ile ilgili ¢alismanin neredeyse yok derecede az oldugu goriilmektedir.
Bu ¢aligmanin 6gretmenlerle yiiriitiilmiis olmas1 bu anlamda bu eksikligi gidermeye yardimci olacaktir. Pi-
sagor teoreminin ispatlarini ele alan arastirma makaleleri (Chambers,1999; Givental, 2006; Aslaner &ilhan;
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2018; Saikia, 2015) ve kitaplar (Loomis,1968; Veljan, 2000; Maor, 2007; Ferguson, 2008; ; Sparks, 2008;
Pickover, 2009; Martinez, 2012; Ferguson; 2008; Strathern,1997) halen yayimlanmaya devam etmektedir.
Literatiir incelendiginde matematik dgretmenlerinin Pisagor teoreminin ispatina nasil 6gretilebilecegini ve Pi-
sagor teoreminin farkli iilkelerde nasil 6gretildigine iliskin arastirmalar 6zetleyen makaleler (Crawford, 2001;
Huang &Leung, 2002; Giiner, 2018; Lipowsky, Rakoczy, Pauli, Drollinger-Vetter, Klieme & Reusser, 2009;
Yang, 2009; Flores, 1993; 2000) oldugu goriilmektedir. Fakat sozsiiz ispat becerilerinin incelendigi bir calis-
maya rastlanmamigtir. Bu baglamda s6zsiiz ispat ile Pisagor teoreminin ele alinig1 bakimindan ilgili literatiire
katki saglayacaktir.

YONTEM

Arastirma Modeli

Arastirmada nitel arastirma yontemlerinden durum ¢alismasi kullanilmistir. Nitel yontemler metin ve im-
gesel verilere dayanir ve veri analizinde 6zgiin adimlara sahiptir. Insan davranis1 ancak esnek ve biitiinciil bir
yaklagimla arastirilabilir ve bu yaklasimda arastirmaya katilan bireylerin goriisleri ve deneyimleri biiyiik 6nem
tagimaktadir (Yildirim & Simsek, 2013, s. 41). Bu nedenle bu ¢alismada bireylerin goriislerine ve deneyimle-
rine bagvurulacagindan dolayi nitel arastirma yontemi tercih edilmistir.

Calisma Grubu

Caligma grubu goniillii olan 20 matematik 6gretmeninden olusmaktadir. Caligmaya katilan tiim 6gretmenlere
01, 02, ..., 020 seklinde kodlama yapilmistir. Bu 6gretmenlerle ilgili demografik bilgiler Tablo 1°de zetlen-
mistir.

Tablo 1. Calismaya katilan 6gretmenlerin demografik bilgileri

Kod  Universite Fakiilte Yil Kademe
01 Ankara Universitesi Fen 10 Lise

02 Ankara Universitesi Fen 9 Lise

03 Istanbul Universitesi Fen 7 Lise

04 Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Edebiyat 14 5 yil ortaokul- 9 y1l lise
05 Anadolu Universitesi Fen Edebiyat 21 Lise

06 Gazi iiniversitesi Egitim 5 Ortaokul
07 Gazi iiniversitesi Egitim 23 Lise

08 Anakara Universitesi Fen 20 Lise

09 Ankara tliniversitesi Fen 24 Lise
010 19 Mayis Universitesi Fen 30 Lise

O11  Gazi Universitesi Egitim 24 Lise
012 Gazi Universitesi Fen Edebiyat 18 Lise
013  ODTU Fen 24 Lise
014  Gazi Universitesi Egitim 9 Lise

015 Gazi Universitesi Egitim 20 Lise

016 Gazi Universitesi Fen Edebiyat 26 Lise



017 Gazi Universitesi Fen Edebiyat 24 Lise
018 Ankara Universitesi Fen 9 Lise
019 Ankara Universitesi Fen 15 Lise
020  inénii Universitesi Fen 22 Lise

Tablo 1°den de goriildiigii gibi ¢calismaya katilan 6gretmenler farkl tiniversitelerden mezunlardir. Bunun yani
sira 5 0gretmen Egitim Fakiiltesi 15 6gretmen Fen Fakiiltesi mezunudur. MEB’e bagli okullarda 5 ile 30 yil
arasinda gorev yapmaktadirlar.

Veri Toplama Araclarinda Kullanilan Sézsiiz Ispatlar ve Veri Toplama Siireci

Veriler pilot calismasi yapilmis uzman goriisleri ile son haline getirilmis olan agik u¢lu sorulardan olusan
veri toplama araci ile toplanmigtir. Veri toplama aracinda ikisi Pisagor teoremi digerleri farkli matematiksel
teoremlere/ ifadelere yonelik olan 10 tane sdzsiiz ispatin sadece gorseli verilmistir. Bu sayede gorselin ne ¢cag-
ristirdig, gorsel ile kural arasinda iliskiyi kurup kuramayacaklar1 ya da nasil bir iliski kuracaklar1 incelemek
hedeflenmistir. Bu gorsellerden iki tanesi ¢calismanin bulgularini olusturan (Sekil 1) Garfield ve Hardy tarafin-
dan yapilan Pisagor teoreminin sdzsiiz ispatlaridir. Ayrica veri toplama aracinda her bir s6zsiiz ispat ile birlikte
iki tane de soru yoneltilmistir. Bu sorulardan birincisi “/-Boyle bir resmi daha once gérdiiniiz mii? Cevabiniz
evet ise Nerede oldugunu yaziniz Hayir (...)/ Evet (...) Nerede ...” ve ikincisi de “Resmin ne ifade ettigini
agtklayimiz” seklindedir. Bu sorulardan birincisinin amact gorsel ile daha once karsilasip karsilagsmadiklarini
belirlemek digeri ise gorsel ile ilgili ne diisiindiiklerini, hangi kavramlari ya da kurallar1 ¢cagristirdigini tespit
etmektir. Bu asamada veriler yazili olarak toplanmistir. Ogretmenler ile 5nceden randevulasiimistir. Belirlenen
giin ve saatte katilimciya veri toplama araci verilmis ve siire¢ boyunca hi¢bir miidahale yapilmamistir. Kati-
lime1 6gretmen veri toplama aracini teslim ettikten sonra yaklasik 15 dk sonra oturum sonlandirilmistir. Veriler
bireysel toplanmastir.

b

Sekil 1. Veri toplamak i¢in kullanilan sézsiiz ispatlardaki gorseller

Sekil 1’den goriildiigii gibi veri toplamak amaci ile kullanilan bu ispatlardan birincisi yamuk ikincisi
cember ile yapilan ispatlardir. Garfield Tarafindan Yapilan Sézsiiz Ispat 1876 da yapilmis ve Nelsen’in (1993;
s.6, 7) kitabinda da yer verilmis olan Pisagor teoremine yonelik sozsiiz ispattir. Bu ispatta yamugun alani ile
verilen tli¢ dik {iggenin alanlar arasinda iliski kurulmasi beklenmektedir. Hardy 'nin Pisagor teoreminin sézsiiz
ispat: 1988 yilinda “Mathematical Intelligencer” adl1 dergide basilmistir.

Verilerin Analizi

20 matematik 6gretmeninden toplanan veriler dncelikle bilgisayar ortamina aktarilmistir. Daha sonra ben-
zerliklerine gore gruplandirilarak igerik analizi yapilmistir. Her bir sozsiiz ispata yonelik kod ve temalar elde
edilmistir. Elde edilen kod ve temalar alanda uzman iki matematik egitimcisi tarafindan incelenmis ve oneriler
dogrultusunda son haline getirilmistir. Bu ¢alismada arastirmanin 6neri asamasindan veri analizine ve rapor
edilmesine kadar tiim siireclerde bir danigsman gozetiminde yiiriitiilmiistiir. Bulgular alanda uzman kisilere
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sunulmus goriisler dogrultusunda diizenlemeler yapilmistir. Caligmada bulgular direk alintilar yapilarak su-
nulmustur.

BULGULAR ve YORUM

Garfield Tarafindan Yapilan Pisagor Teoreminin Ispatindan Elde Edilen Bulgular ve Yo-
rumlar
Calismaya katilan 6gretmenlerin Garfield tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki gorsel ile daha

onceden karsilasip karsilagmadiklarina ve karsilagtilarsa nerede olduguna yonelik sorulara verdikleri cevaplar-
dan elde edilen bulgular Tablo 2’ de verilmistir.

Tablo 2. Ogretmenlerin Garfield tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki gorseli nerede gordiiklerine
iligkin elde edilen bulgular

Kod  Kategori Ornek cevaplar f >t

Universite hazirlik soru bankasi (O1)
Ders kitaplari (019,016, 02, 05)

Kitap Matematik test kitaplar1 (06, 07, O8) (O4) 14
Kitaplarda (09, 012, 017, 010)

Konu anlatimi ve sorularda (015)

Evet 19
Matematik derslerinde (020)
Ders ) 2
Derslerde (O11)
) [lkokul (03)
Ogrenim sirasinda ) 2
Ortaokul, lise tiniversite (O13)
Diger Uggenlerde (018) 1
Hay1r 014 1 1

Tablo 2’den goriildiigii gibi ¢aligmaya katilan 20 matematik 6gretmeninden 19 tanesi verilen gorseli kitap-
larda (Universite hazirlik soru bankasi, Geometri test kitabi, ders kitab1, Matematik test kitaplar), [lkokulda
veya derslerde gordiiklerini ifade etmislerdir. Yalnizca O14 gérseli dnceden gormedigini ifade etmistir. Gorse-
lin ne ifade ettigine yonelik verdikleri cevaplardan elde edilen bulgular Tablo 3’de 6zetlenmistir.
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Tablo 3. Garfield tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki gorseli agiklamalarindan elde edilen bul-

gular
Tema Kod Ornek cevap f >f
Bos Cevap yok (020) 1 1
Dik yamuk igerisindeki dik W
liggenlerde pisagor bagntisi = .} = o 1
©OD
Sekli aciklama, tiggenlerin alan . e L g , |
toplam1 yamugun alanina esit _
oldugundan Pisagora ulagilir | 1
1(06)
Eslik benzerlik, pisagor teoremi
2
(05,02)
Dik iiggende pisagor, kenar : gl
) uzunluklart hipoteniis il i 4
Pisagor s 1 g
teoremi
(010)
Benzerlik,Hipoteniis esit ise bu B e i s i ok a1, Bodie, © e © nele Baga lonk
ucgenler esittir Tt s W0 D as
Ikizkenar iiggen oldugunu ifade etme 1
(012)
Yamugun alani1 tiggenlerin alan o o e :
toplamina esit o N e o ) 1
(O7)
Parga parga tiggenlerin alanlarindan
yamugun alanim elde etme e i mage gl el sgracpes |
(04
Sekile Dik yamuk,dik tiggen 5 5
odaklanma ..
Es tggenler e
(09,013,017,03,018)
Benzerlik 1
Benzerlik,Dik yamuk
2
Benzerlik Dik iiggen { U 4
(011, O15, O8)
.I - o s I -~
Benzerlik, Yamuk,yamukta alan ' e ' 1
(O14)
Baglanti Dik ticgenle ilgili baglantilar ' _ <y 2 2

r T (016,019)




Demircioglu & Arslantas ilter > 23

Tablo 3’ten goriildiigii gibi 1 matematik 6gretmeni (O20) higbir cevap vermezken yalnizca 6 matematik

dgretmeni Pisagor teoremi ile ilgili oldugunu ifade etmistir. Bu 6 6gretmen den yalnizca bir tanesi “Uggenlerin
alan1 toplam1 yamugun alanina esit oldugundan Pisagora ulasilir” seklinde agiklama yapmustir. Diger 6gret-
menler yalnizca Pisagor teoremi yazmis fakat nasil elde edilecegi ile ilgili herhangi bir agiklama yapmamis-
lardir. Bunun yani sira bu 6 6gretmen Pisagor teoremine ek olarak da tiggenlerde eslik benzerlik gibi ifadeler
yazmuslardir. 2 6gretmen ise (O7 ve O4) alanlardan yola ¢ikarak Pisagor tereominin nasil elde edilebilecegini
aciklamis ama Pisagor teoremi diye ifade etmemistir. Bu 6gretmenler yamugun alanimi tiggenlerin alanlar
toplamina esitlegdiginde pisagor teoremini elde edilecegi diisiiniildiigii i¢in bu iki 6gretmenin cevabi da
Pisagor kategorisi altina alinmistir. Ozetlemek gerekirse 8 6gretmen pisagor teoremi oldugunu ifade ederken
yalnizca 3 6gretmen aciklama yapmislardir. 5 matematik 6gretmeni, yalnizca gorselde verilen geometrik sekil-

lere odaklanmiglardir. Bu 6gretmenlerden 3 tanesi sadece dik yamuk derken 2 tanesi dik yamukla birlikte dik
iicgen ve es iicgenleride ifade etmistir. 4 6gretmen ise benzerlik ifade etmistir. Bu 6gretmenlerden 1 tanesi yal-
nizca benzerlik yazarken 2 tanesi benzerlige ek olarak dik yamuk dik tiggen es liggen ifade etmisken bir tanesi
ise benzerlige ek olarak Yamuk ve yamukta alan ifade etmistir. 2 6gretmen ise dik ticgenle ilgili baglantilari
ifade etmistir. Ozellikle bu iki 6gretmen ile farkli zaman ve mekanda veri toplanmasina ragmen ayni kelimeleri
ifade etmis olmalar1 dikkat ¢ekmektedir. 1 6gretmen ise yamugun alanina ek olarak es tiggenler yardimiyla

kenar uzunlugunu bulma ve kenarlar arasindaki uzunluk iliskisini ifade ettigi gorriilmektedir. Diger 6nemli bir
bulgu ise Tablo 3 ve Tablo 4 birlikte incelendiginde ¢alismaya katilan 20 matematik 6gretmeninden 19 tanesi
gorseli daha once gordiiklerini ifade etmelerine ragmen yalnizca 4 6gretmen (01, 04, 06, 02, 05, 010, 012,
O7) pisagor teoremi ile iliskili olabilecegini ifade etmis ama yalnizca 3 tanesi (06, O7, O4) bu iliskinin nasil
oldugunu agiklamaistir.

Hardy Tarafindan Yapilan Pisagor Teoreminin Ispatindan Elde Edilen Bulgular

Caligmaya katilan 6gretmenlerin bu gorselle daha 6nceden karsilasip karsilagmadiklarina ve karsilastilarsa
da nerede olduguna yonelik sorulara verdikleri cevaplardan elde edilen bulgular Tablo 4’de verilmistir.

Tablo 4. Ogretmenlerin gorseli nerede gordiiklerine iliskin elde edilen bulgular

Kod  Kategori Ornek cevaplar f >t
Matematik kitabinda (02, 03)

Geometri kitaplarinda (O5)
Kitap R 9
Kitaplarda (O11, O12, 010, O17)

Evet Ders kitab1 (08, 019) 12
Ders Matematik dersinde (020) 1
Cember ve dzellikleri (015)
Geometri } 2
Geometride (O18)
Hay1r 01, 04, 06, 07,09, 013,014, 016 8 8

Tablo 4’ten goriildiigl gibi ¢aligmaya katilan 20 matematik 6gretmeninden verilen gorseli kitaplarda (ma-
tematik, geometri, ders kitab1 gibi), matematik derslerinde veya geometride gordiiklerini ifade etmislerdir.
Diger taraftan Tablo 3’ten goriildiigii gibi 8 matematik dgretmeni ise daha 6nce gormediklerini ifade etmistir.
Gorselin ne ifade ettigine yonelik verdikleri cevaplardan elde edilen bulgular Tablo 5’da 6zetlenmistir.
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Tablo 5. Hardy tarafindan yapilan ispatin gorselinden elde edilen bulgular

Kod Kategori Ornek cevap f >f
Cevap  Cevap yok 01,020 ) )
yok
Cemberin 6zellikleri 3
02,005,015
Cemberde teget ,yarigap, kiris bk gt by im0 g hennien O3 1
(Sironm e smbotr V€ Gaamlpeniy 1
e 013
Cemberin analitik incelenmesi . ; O11 1
Cember 13

Cemberde uzunluk R i i .
012,017, 019, O18 4

Cember ve daire

- . — i ey 016
Cember, dik tiggen 5
09, 010
S 07 1
08 1
1
. A6
Plsagor. Pisagor ‘ 5
teoremi hpand’ e i
1
04

014

Tablo 5°den goriildiigii gibi 2 matematik 6gretmeni (O1, 020) cevap yok kategorisinde degerlendirilmistir.
Bunlardan biri tam olarak ifade edemiyorum yanit1 vermistir. 10 matematik 6gretmeni ise cember ile ilgili olabi-
lecegini ifade etmislerdir. Tablo 5’ten goriildiigii gibi bu gretmenlerin cevaplar incelendiginde ¢emberin 6zel-
likleri (02, 05, O15), cemberde teget, yaricap, kiris (O3, O13), cemberin analitik incelenmesi (O11), gemberde
uzunluk (012, 017, 018, O19) seklinde ifade ettikleri goriilmektedir. Bir dgretmen ise (016) daire diliminin
alan1 veya diferansiyel geometri ile ilgili olabilecegini ifade etmistir. iki 6gretmen (010, O9) ise gember ve dik
licgen ile ilgili oldugunu ifade etmistir. Yalnizca 5 dgretmen (07, O8, 06, 04, O14) Pisagor teoremi ile ilgili

oldugunu ifade etmistir. O8 sadece Pisagor yazmuis nasil elde edilebilecegine dair hicbir agiklama yapmamustr.
Diger 6nemli bir bulgu ise ¢alismaya katilan 20 matematik gretmeninden 12’si gorseli daha dnce gordiiklerini
ifade etmelerine ragmen yalnizca 5 6gretmen (04, 06, 07, 08, O14) Pisagor teoremi ile iliskili olabilecegini
ifade etmistir. Bu 6gretmenlerden 04, 06, 07, 014 daha énce gormedigini ifade eden dgretmenlerdir.
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TARTISMA VE SONUC

Miller (2012) ve Doyle, Kutler, Miller ve Schueller (2014) ifade ettigi gibi Pisagor teoreminin Zhou Bi
Suan Jing tarafindan verilen s6zsiiz ispatindaki gorsele cogu matematik¢i asinadir. Fakat bu gorselden baska
bir¢ok gorsel daha bulunmaktadir. Bu ¢alismanin kapsaminda Pisagor teoreminin Garfield ve Hardy tarafindan
verilen sozsiiz ispatlarindaki gorsellerden elde edilen bulgulara yer verilmistir. Caligmaya katilan 19 mate-
matik dgretmeni Pisagor teoreminin Garfield tarafindan yapilmis olan sozsiiz ispatindaki gorseli kitaplarda
(tniversite hazirlik soru bankasi, geometri test kitabi, ders kitabi, matematik test kitaplar1), ilkokulda veya
derslerde gordiiklerini ifade etmistir. Yalnizca bir 6gretmen gérmedigini ifade etmistir. Fakat Hardy tarafin-
dan yapilan ispattaki gorseli ise ¢aligmaya katilan 12 matematik 6gretmeni kitaplarda (matematik, geometri,
ders kitabi1 gibi), matematik derslerinde veya geometride gordiiklerini ifade etmislerdir. Diger 8 matematik
ogretmeni ise daha dnce gormediklerini ifade etmistir. Her iki gorsel birlikte degerlendirildiginde O14 her
iki gorseli daha &nceden gdrmedigini ifade eden tek 6gretmendir. O14 egitim fakiiltesinden mezun ve 9 yillik
lise matematik 6gretmenidir. Pisagor teoremi ile iliskilendiremese bile geometri derslerinde de en azindan bir
sekilde karsilagmis oldugu sorular, 6rnekler ile benzerlik kurmasi beklenmistir.

Garfield tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki gorselin ne ifade ettigine yonelik verdikleri
cevaplarda bir matematik 6gretmeni higbir cevap vermezken 8 6gretmenin cevabi “Pisagor teoremi” kate-
gorisinde degerlendirilmistir. Bu 6gretmenlerden 6 matematik 6gretmeni kagidina “Pisagor teoremi” ile ilgili
yazarken 2 §gretmen gorseldeki alanlardan yola ¢ikarak Pisagor teoremini agiklamis ama Pisagor teoremi diye
ifade etmemistir. Bu 6gretmenlerin cevabi da Pisagor teoremi kategorisi altina alinmistir. Bu 6 6gretmenden
yalnizca biri (06) “Uggenlerin alan1 toplam1 yamugun alanina esit oldugundan Pisagor’a ulasilir” seklinde
ifade etmis ve gorselden yararlanarak nasil elde edilebilecegine yonelik agiklama yapmustir. Yani O6 hem
Pisagor teoremi oldugunu ifade etmis hem de gorsel ile nasil elde edilebilecegini agiklamistir. Diger dgret-
menler Pisagor teoremi yazmis fakat nasil elde edilebilecegi ile ilgili herhangi bir agiklama yapmamuislardir.
Bunun yani sira bu 6 6gretmen Pisagor teoremine ek olarak da tiggenlerde eslik benzerlik, sekli agiklama ifa-
delerini yazmislardir. Sonug olarak 8 6gretmen Pisagor teoremi oldugunu ifade ederken yalnizca 3 6gretmen
nasil bulunacagi ile ilgili agiklama yapmistir. Geriye kalan 11 matematik dgretmeni ise ya gorselde verilen
geometrik sekillere odaklanmislar ya da eslik-benzerlik demislerdir. Ozetlemek gerekirse ¢aligmaya katilan
20 matematik dgretmeninden 19 tanesi gorseli daha once gordiiklerini ifade etmelerine ragmen 8 dgretmen
Pisagor teoremi ile iliskili olabilecegini ifade etmis bu dgretmenlerden de yalnizca 3’1 bu iligkinin nasil
oldugunu agiklamistir. Yalnizca bir 6gretmen (O6) hem Pisagor teoremi oldugunu ifade etmis hem nasil bu-
lunacagini ifade etmistir. Hardy tarafindan yapilan Pisagor teoreminin ispatindaki gorselin ne ifade ettigine
yonelik verdikleri cevaplardan 5 6gretmenin cevabi “Pisagor teoremi” kategorisinde degerlendirilmistir.

Gierdien (2007) sozsiiz ispatlarda bulunan sekiller ve diyagramalar teoremi ispat etmeye nasil baslayaca-
gimiza ve teoremin nigin dogru oldugunu anlamamiza yardimei olmaktadirlar. Ogrencilere farkli ispat yon-
temleri 6gretebilmek igin 6gretmenlerin farkli ispat yontemleri hakkinda bilgi sahibi olmalar1 gerektigi soy-
lenebilir (Polat 2018,s.150). Ispat ve muhakeme becerisinin gelisimi 6gretmenlere baglhdir. Eger dgretmen
ogrenciler i¢in genis bir 6grenme yelpazesi sunar ve degisik ispat yontemlerini verirlerse 6grenciler matema-
tigi ve matematiksel diisiinceyi daha iyi anlayip yaraticiliklarini artiracaklardir (Altiparmak & Ozis, 2005).
Doruk (2016) ifade ettigi gibi ispata baslamadan once basarili bir argiimantasyon siireci gegirme ispat yapma
stirecinde 6nemlidir. S6zsliz ispat slirecinde 6n 6grenmeler olarak kavramsal bilginin de énemli bir boyut
oldugu ifade edilebilir. Bu bulgu Karrass (2012) geometrik bilgi diizeyi iyi olan 6gretmen adaylarinin s6z-
stiz ispatlar daha iyi ¢6zebildigi dnceden dgrenilmis bilgiyi kullanmay1 gerektirdigi goriisiinii desteklemek-
tir. Ispat1 yapma asamas1 var olan bilgilerin transferi, islem yapabilme becerisi gibi bircok degiskeni icinde
bulundurmaktadir. Bu agamada ispat yapmada basarisiz olma ile ilgili ¢alismalarin (Bardelle, 2009; Moore,
1994) bulgularini desteklemektedir. Diger taraftan Giiner ve Topan (2016) ilkdgretim matematik 6gretmeni
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adaylariyla yapmis oldugu ¢alismada Pisagor teoreminin ispati gibi asina olduklar1 ispatlarda, diger ispatlara

nazaran daha fazla gecerli ispat yazabildikleri ve bu ispata dair yasamis olduklar1 deneyimler ile ispat bece-
rileri arasinda dogru oranti oldugu seklinde yorumlanmistir. Glines ve Tapan Broutin (2017) ise 6grencilerin
adidaktik bir 6grenme ortaminda Pisagor Bagintisini olustururken genel olarak 6gretmenin otoritesine baglh
olduklart gézlenmistir. Bu nedenle Chambers (1999) ifade ettigi gibi Pisagor Teoremini “en iyi” 0gretme
yonteminin 6gretmenlere farkli secenekler sunmak, alternatif yaklagimlar {izerinde diisiinmeye tesvik etmek
ve dgretmenleri Pisagor Teoremini 0gretme baglaminda ispat konusunu diisiinmeye zorlamak oldugunu ifade
etmistir. Nitekim 0gretmenler eger pisagor teoreminin uzunluk veya alan yardimiylami verilmesi konusunda
derin anlayis sahibi olabilirlerse hem nasil ispatlanacagi hem de nasil dogrulanacagi konusunda rehberlik
edebileceklerdir. Ustbilissel olarak da kendi ispat siireglerinin farkinda olurlarsa, dgrencilerin zorluklarinin
tistesinden nasil gelebilecekleri konusunda anlayisa sahip olabileceklerdir. S6zsiiz ispatlarda, ispat yapan ne-
yin 6nemli olup olmadigini, iliskileri neye gore siralamasi gerektigini saptamak durumundadir (Borwein &
Jorgenson, 2002). Dolayisiyla bu ispatlarin derslerde kullanilmasi, 6grenciye ispat becerisinin yaninda muha-
keme yapabilme, sonuca ulasabilmesi i¢in degerlendirme ve matematiksel bilgiyi kullanabilme olanagi sag-
layacagi diislinlilmektedir. Bu ¢aligma yalnizca Pisagor teoremi ile ilgili sdzsiiz ispatlardaki gorsellerle ve 20
matematik dgretmeni ile smirlidir. ileride yapilacak olan ¢alismalarda farkli konulardaki sozsiiz ispatlar ile
de benzer ¢aligmalar yapilabilir. Ayrica matematik 6gretmenleri ile yapilan bu ¢alismanin sonuglar1 6gretmen
adaylarinin ve 6grencilerin s6zsiiz ispat yapma siirecleri karsilagtirilabilir benzerlik ve farkliliklar1 belirlenebi-
lir. Bu calismada 6gretmenlerden herhangi bir szsiiz ispat olusturmalar1 beklenmemistir. Ogretmen, gretmen
adaylan ve 6grencilerin kendilerinin olusturabilecegi sdzsiiz ispatlar ile ilgili calismalar yapilabilir.
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Genisletilmis 6zet

Sozsiiz ispatlar son yillarda bulunmus yeni bir yaklasim degildir (Alsina & Nelsen, 2006; 2009; 2010; 2011; Bell,
2011) tarihsel stireci oldukga eskiye dayanmaktadir. Tiimdengelimsel adimlarin sekil, diyagram ve grafiklere dayandiril-
mis halidir. Bu ise ispat1 anlamanin resimlerin okunmasiyla miimkiin oldugu anlamia gelmektedir. S6zsiiz ispatlar s6z
olmayan, sadece diyagramlara dayali, belki sayilar, harfler, oklar, noktalar ve birbiriyle iligkili sembolik ifadeler olan ve
yapilandirilmast okuyucuya birakilmis olan ispatlar olarak ifade edilmektedir (Bardelle, 2009). Sozsiiz ispatlar ilkogre-
timden {iniversiteye kadar her kademede matematikte dnemli roller iistlenmektedir (Alsina & Nelsen, 2010). Matema-
tik egitiminde sdzsiiz ispatlar faydali olarak gériilmesine ragmen c¢ok fazla calisma (Polat, 2018; Ulker, 2018; Gelisen,
2016) bulunmamaktadir. Yapilan ¢aligmalar 6grencilerle veya dgretmen adaylari ile yapilmistir, 6gretmenlerle yapilan
caligmaya rastlanmamistir. Sozsiiz ispatlarda gelenekselden farkli olarak Gierdien (2007) ifade ettigi gibi 6grenciden
teorem veya ifadenin dogrulugunu gostermesi yerine ispati agiklamast istenmektedir. S6zsiiz ispatlarin agiklanmasi igin
ogrencilerin dgretim siirecinde karsilasmis olmast gerekmektedir. Bu agidan bakildiginda 6gretmenlerin karsilasmis ol-
malart beklenmektedir. Buradan hareketle bu ¢alisma da 6gretmenlerin sozsiiz ispatlari nasil agiklayacaklarina ve nasil
ispat yapacaklarina odaklanilmistir. Hemen her konu ile ilgili sdzsiiz ispat bulunmaktadir. Pisagor teoremi geometrinin
hatta matematigin en 6nde gelen, en ¢ok ispat1 yapilan ve herkes tarafindan bilinen teoremlerinden birisidir. Bu nedenle
bu ¢alismada matematik 6gretmenlerinin szsiiz ispat becerilerini Pisagor teoremi baglaminda incelemek amaglanmustir.
Ispatin matematik 6gretimindeki énemi, dgrencilerin zorluklar1 géz éniine alindiginda ¢alismanin ana odak noktasi ispat
becerisi olmaktadir. Gorsellestirmenin 6nemi ve literatiirdeki vurgularda géz oniine alindiginda sozsiiz ispatlar, ispat
gelistirmenin alternatif ve etkili bir yontemi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ¢alismada matematiksel ifadesi verilme-
yen Pisagor teoremi baglamindaki sdzsiiz ispatlardaki gorsellerin, matematik 6gretmenlerine ne ifade ettigini incelemek

amaclanmistir.

Caligsmada nitel arastirma yontemlerinden durum ¢alismasi kullanilmistir. Calisma grubu goniillii olan 20 matematik
ogretmeninden olugmaktadir. 5 6gretmen Egitim Fakiiltesi 15 6gretmen Fen Fakiiltesi mezunudur. MEB’e bagli okullarda
5 ile 30 yil arasinda gérev yapmaktadirlar. Caligmaya katilan tiim gretmenlere O1, 02, ..., 020 seklinde kodlama ya-
pilmustir. Veriler Garfield ve Hardy tarafindan verilen Pisagor teoreminin sozsiiz ispatlarindaki gorseller ile toplanmustir.

Verilerin analizinde igerik analiz kullanilmigtir.

Elde edilen bulgular Garfield ve Hardy tarafindan yapilan sozsiiz ispattaki gorsellerden Garfield’in ispatindakine
daha asina olduklarin1 ve Pisagor teoremi ile daha fazla iliskilendirdiklerini gostermistir. Ayrica ¢aligmaya katilan 20
matematik 6gretmeninden 19 tanesi Garfield tarafindan yapilan sozsiiz ispattaki gorseli daha 6nce gordiiklerini ifade
etmelerine ragmen 8 dgretmen Pisagor teoremi ile iliskili olabilecegini ifade etmis bu 6gretmenlerden de yalnizca 3’i
bu iliskinin nasil oldugunu agiklamistir. Yalnizca bir 6gretmen hem Pisagor teoremi oldugunu ifade etmis hem nasil bu-

lunacagini ifade etmistir.

Extended summary

Verbal proofs are not a new approach found in recent years (Alsina & Nelsen, 2006; 2009; 2010; 2011;
Bell, 2011), the historical process is very old. It is a form of deductive steps based on figures, diagrams and
graphs. This means that understanding the proof is possible by reading the pictures. Verbal proofs are expres-
sed as proofs that are not words, based only on diagrams, maybe numbers, letters, arrows, points and associated
symbolic expressions, and whose construction is left to the reader (Bardelle, 2009). Proofs without words or
non verbal proof play important roles in mathematics at all levels from primary education to university (Alsina
& Nelsen, 2010). Although non-verbal proofs are seen as useful in mathematics education, there are not many
studies (Polat, 2018; Ulker, 2018; Gelistirme, 2016). Studies have been conducted with students or teacher
candidates, no studies with teachers have been found. In nonverbal proofs, as Gierdien (2007) stated, unlike the
traditional, the student is asked to explain the proof instead of showing the correctness of the theorem or state-
ment. In order to explain non-verbal proofs, students must have encountered them during the teaching process.
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From this point of view, it is expected that teachers have met. From this point of view, this study focused
on how teachers explain nonverbal proofs and how they make proofs. There is no verbal proof on almost every
subject. Pythagoras theorem is one of the foremost, most proven and known theorems of geometry and even
mathematics. Therefore, in this study, it is aimed to examine the non-verbal proof skills of mathematics teac-
hers in the context of the Pythagorean theorem. Considering the importance of proof in mathematics teaching
and the difficulties of students, the main focus of the study is the proof skill. Considering the importance of
visualization and the emphasis in the literature, nonverbal proofs emerge as an alternative and effective method
of developing proof. In this study, it is aimed to examine what the visuals in non-verbal proofs in the context
of the Pythagorean theorem, whose mathematical expression is not given, mean to mathematics teachers.

Case study, one of the qualitative research methods, was used in the study. The working group consists of
20 volunteer mathematics teachers. 5 teachers from Faculty of Education 15 teachers are graduates of Science
Faculty. They work in schools affiliated to the Ministry of National Education for 5 to 30 years. All teachers
participating in the study were coded as O1, O2,..., 020. The data were collected with visuals in non-verbal
proofs of the Pythagorean theorem given by Garfield and Hardy. Content analysis was used in the analysis of
the data.

The findings obtained showed that the visuals in the non-verbal proof made by Garfield and Hardy showed
that they were more familiar with the one in Garfield’s proof and correlated more with the Pythagorean theo-
rem. In addition, although 19 of the 20 mathematics teachers who participated in the study stated that they had
seen the visual in the non-verbal proof made by Garfield before, 8 teachers stated that it could be related to
the Pythagorean theorem, and only 3 of these teachers explained how this relationship was. Only one teacher
expressed both the Pythagorean theorem and how to find it.



